Fonctions
de plusieurs variables

La TI-Nspire CAS permet de manipuler trés simplement les fonctions de plusieurs variables. Nous
allons voir dans ce chapitre comment procéder, et définir quelques fonctions particulierement utiles.

On pourra également se reporter au chapitre 15 pour une description de la bibliothéque de programmes
diffcalc, téléchargeable sur le site www.univers-ti-nspire.com.

1. Fonctions a valeurs réelles

1.1 Définition
On procéde comme pour une fonction d’une variable :
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1.2 Calcul de dérivées partielles

On peut ensuite facilement faire des calculs de dérivées partielles.

2 2
Voici par exemple le calcul de ﬂ % et of pour (X,Yy)=(0,0). Pour entrer ces expressions, on
OX oxoy
utilise les modéles disponibles sur la TI-Nspire CAS :
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% Le domaine du résultat peut étre plus grand que l
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Aucun probléme pour le calcul de —-, on peut utiliser le second modéle en entrant I’ordre dans la

x2'

case du haut. On peut également utiliser directement la fonction de dérivation 4 et indiquer I’ordre

comme troisieme argument.

Par contre, pour le dernier calcul, on doit imbriquer deux appels de la fonction de dérivation.
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1.3 Calcul des dérivées partielles en un point donné

Pour calculer ce type d’expression, utilisez I’opérateur “sachant que”. Une autre solution consiste a
définir r comme une fonction de x et y, ce qui permet ensuite de calculer facilement sa valeur en un

point donné :
2

Voici par exemple, le calcul de r =Z—; en (x,y)=(12) :
X
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Fonctions de plusieurs variables 3

1.4 Intégrales multiples

Pour calculer une intégrale multiple, il est nécessaire d'imbriquer le calcul d'intégrales simples. On
peut la aussi utiliser directement la fonction d’intégration obtenue dans le catalogue, ou utiliser le
modele ou le menu Analyse.
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Voici par exemple le calcul de ”[0

f(x,y)dxdy :

1]x[1,2]
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1.5 Gradient, tangente, plan tangent

Ces calculs ne posent aucun probléme.
Si vous utilisez souvent ces notions vous pourrez facilement définir les fonctions nécessaires.

Voici par exemple les fonctions permettant de calculer le gradient d’une fonction f et la tangente a une
courbe définie par f(x,y)=C en un point (a,b).

grad2(ex,a,b):=[ d(ex,x); d(ex,y)]|x=a and y=b
tang(ex,a,b):=dotP([x-a;y-b],grad2(ex,a,b))=0

< dotP est la fonction permettant de calculer un produit scalaire.

d; " :
. ~_lex] adAx2 4,2 13) 2
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La généralisation a la dimension 3 (gradient et plan tangent) est immédiate :

grad3(ex,a,b,c):=[ d(ex,x); d(ex,y);d(ex,z)]|x=a and y=b and z=c
ptan(ex,a,b,c):=dotP([x-a;y-b;z-c],grad3(ex,a,b,c))=0
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2. Fonctions a valeurs vectorielles

Les calculs sur les fonctions vectorielles se font aussi simplement que ceux sur les fonctions a valeurs
réelles. En effet la TI-Nspire CAS est parfaitement capable de dériver en une seule opération un

vecteur ou méme une matrice.
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A Le domaine du résultat peut étre plus grand que L.

3. Représentation graphique 3D

Il est possible dans les dernieres versions de la TI-Nspire CAS de représenter des surfaces et des

courbes paramétrées dans I’espace.

Pour cela il faut ouvrir I’application Graphiques [menu], sélectionner Affichage puis Représentation

graphique en 3D.

k 1: Actions

2: Géométrie plane

L. 4: Masquer la zone analytiqu
1.5 Masquer les axes

HE6: Grille

4-7: Masquer ligne de saisie

(Ctrl+G)
a8 Masquer les valeurs extrémes des axes

Wil
3: Représentation graphique en 3D

o

9: Masquer les guides de sélection d'objet

#1lx)=

[

A
~

x= f(u,t)

On dispose de deux types de tracé : fonction z= f(X,y), ou paramétrique {y = g(u,t).

1:Fonction
rioy2:Parameétrique

z="h(u,t)
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Fonctions de plusieurs variables

*Non enregistré <
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1:Fonction
nnez dans ['historic R ETEEMRNE

xpl tuy=| I
ypl (tu) = jisir l'e
zpl tu = isir l'e

&

Un exemple, intersection d’un hyperboloide de révolution & une nappe et du plan passant par le point
d’intersection d’abscisse positive de I’hyperboloide avec I’axe Ox, de direction I’orthogonal de cet
axe. La figure ci-dessous est réalisée avec le logiciel pour ordinateur pour une meilleure lecture.

x = a-cosh(u)-cos(t)

X=a

On utilise le paramétrage {y = a-cosh(u)-sin (t) pour I’hyperboloide et {y =t pour le plan.

Z="b-sinh(u)

L’intersection donne deux droites sécantes paramétrées par {y=t

I’hyperboloide par rotation autour de I’axe Oz.

Z=U

X=a
. Ces droites engendrent
b

Z=+—t
a

Les réglages pour les tracé 3D peuvent étre effectués a partir de la ligne de saisie : [ctr ](G]

4 |m‘ » *Non enregistré <=
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Paramétres de tracé 3D
tmin = o,d I
tmax = IZ*Tr |
umin = lo 0 ]
umax = |11' |
xp1 E—
o) [
ypl S—

zpl (tu) =
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6 TI-Nspire CAS en prépa

Cliquer sur le carré avec les trois points (écran de gauche). Pour obtenir I’écran de droite [etrl ] (menu]
puis sélectionner Attributs. Voir I’aide du logiciel pour les différents réglages.

La courbe de I’écran de droite est obtenue en mode paramétrique et en prenant un seul paramétre.

C’est courbe admet comme paramétrage :

x(t) = f(t)cos(t) ; y(t) = f(t)sin(t) ; z(t):(f(t))2 cos(2t), avec f(t)=

2
\/1+«/5+ 4.cos(4t) .
Exercices

Jacobien en coordonnées sphériques

Calculer le jacobien de la fonction (r, 8, ¢) — (r cos ¢ cosé,r cos¢sin 6,rsin ¢).

Extrema d'une fonction (1)

On considere la fonction f(x,y)= X2 + X y+ y2 —-2x—Y.
Etudier ses extrema.

Extrema d'une fonction (2)

On considere la fonction f (x,y)=(4x"+ yz).ef(xmyz) .

Déterminer les points critiques, puis les extrema de f.

Développement limité d'une fonction implicite

On considére I’équation arctan(xy)+1=e*"Y. On demande de montrer qu’il existe deux intervalles

ouverts U et V contenant 0 et une fonction f de classe C® définie de U dans V tels que
V(x,y) eUxV arctan(xy)+1=e*"Y < y=f(x). On demande ensuite de déterminer un
développement limité a I’ordre 2 en 0 de cette fonction f.

Calcul d'une intégrale double aprés passage en polaire

Calculer JJ &2 avec D= {(x,y) eR? /x<x? +y? sl}.
D(1+ G +y2)

n Fenétre de Viviani

Déterminer I’aire de la partie de la sphére de centre I’origine et de rayon R, intérieure au cylindre
d’équation x* + y*> —Rx=0. On commencera par faire une représentation graphique.
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Fonctions de plusieurs variables 7

Solutions des exercices

Jacobien en coordonnées sphériques
mﬁ| » *Non enregistré <=

mﬁ‘ P *Non enregistré <
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r coslé) coslg) Terminé O I.s£n*'qa'* 4k
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H:=_|\ﬁ.?:ﬂ,w” o .'w-. L 0
dr sinl@)- coslg! o Y
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w do An6,0)) ol sl
coslp)- r
™ S
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= On prendra soin de créer une nouvelle activité ce qui permet entre autres d’effacer la définition de
r, en tant que fonction, faite dans le paragraphe 1.3.

Il nous reste maintenant a regrouper les vecteurs u, v et w pour former la matrice jacobienne, cela peut
se faire avec la fonction augment.

Il suffit ensuite de calculer le déterminant de cette matrice pour obtenir le jacobien.

mw‘ P *Non enregistré — ol < |

12§13] 21

d g 1 -sinlp) 7 cosld)]
= )] e o
w do A78.p)) -sinlg) 7 sinld)
coslpl r
augmentiz,v)
coslg) coslp) -sin{@)- cosle)- r
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S — sinl@! coslyp! cosl@! coslp! »
sinf._;o} 0
1 @ = Assistants activés [ , :
I o Al j:=augmenttAns,w)| &
r augment(Liste, Liste2) v @ 5/99
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([cosl): cos'irp_:* -sin(6)- coslp) »

r =augmen% sinlg)- coslp) cosl8): coslp) r P

{ sinlg) 0

cos‘_fﬂ - cos_r.w_:‘ -sinfgﬂ_]" cosf_-;a_! ‘7 -cosl8) sin

sinl@)- coslp! cosl@) coslp) » -sinlg]- sin®
sinlgp) ] coslg)-

detiy/ cos{go?- rg

| v
/% Le domaine du résultat peut étre plus grand que L.

Vous trouverez une fonction permettant de calculer la matrice jacobienne, ainsi que d’autres fonctions
utiles dans la bibliotheque diffcalc, téléchargeable sur www.univers-ti-nspire.com.
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8 TI-Nspire CAS en prépa

Voici comment utiliser cette fonction :

‘ » *Non enregistré < {.-|ﬂ
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: .. A
: ; i Rl - 1 Fy 9
B BN XS O B G detl cosl)- r2
diffcalc o ([ coslg)- coslyp) |
curl dfﬁca{cyacobmrr‘ r sinl@) coslp) ,{r',ﬁ,w}‘
L | sinlp) ]
div ; U v
—_— cosl8) coslp) -sinlg)- cos[_p“-r -cosl8)- sin
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| v | v
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@ Voir le chapitre 15 pour plus d’information sur I’utilisation des bibliothéques.

Extrema d'une fonction (1)

ox '

Nous devons chercher si des points vérifient les deux conditions

mlm| » *Non enregistré <=

o i O .o , =
ﬂ_x,y}:=x2 +x'y+y2—3' x-y Termine ﬂ_x,,}{l:=x2+x'y+y2—3' x-y Termine
dig 2: x+y-2=0 dis o 2 x+y-2=0
EIZ=_|:]1X4}’“ :{=0 Y e]::—i:ﬂx‘\y] }:0 ¥
dx dx
- n 2 p+x—-1=0 d g ) 2 y+x—-1=0
e:}:=—|\ﬂ_x]y_‘\ J{=O ¥ e2;=—{\ﬂx}yl| J+=0 >
dy dy
solvele7 and &2, {xy} ] x=1and y=0
v ' =
3/99 4/99

& | o |4/of¥a|é
lof |gon | B8] B4 | B
50 |[fen | o |§73 | T
ERVERY 2 x+y-2=0 A&
g]:=—|\j'lx‘}-”=0 ¥
dx
d i i 2 -1=0
e2="{Ax =0 yrx
dy
solvele7 and €2, {xy} ) x=1and y=0
{ ' = s
so]ve| {el {‘CJ}J x=1and y=0
Lle2 /
™
5/99
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Fonctions de plusieurs variables 9

Il reste a voir si ce point est effectivement un extremum :

m|m ERB > *MNon enregistré —

e2=—IfAxyl]=0 T A
dy Axyl,

solvele 7 and Lk {x,y}] x=1and y=0
/ ] = )=

solve| {e! ,{x_}‘” x=1and y=0
Lle2 !

A1,0) -1

A 1+h,k)-A1,0) 22 eh ki

7/99

L’expression h? +hk+k? est toujours strictement positive.
On peut écrire

4
ou utiliser les résultats généraux sur la réduction des formes quadratiques si ceux-ci sont & votre
programme.
= Si I'utilisation d’une formule de Taylor & I’ordre 2 fait partie de votre programme, vous pourrez
tres facilement écrire une fonction calculant les coefficients de Monge :
of  of &% o2 f o2 f
p:—,q:—’ :—2’ :—ett:—2
OX oy OX oxoy oy
puis étudiant le type d’extremum obtenu en fonction du signe de r et de s?—rt au point considéré.

2 2
h2+hk+k2=(h+gj £33

On peut en déduire que la fonction admet un minimum en ce point.

Extrema d'une fonction (2)

Représentons tout d’abord la fonction : z,(x,y)= (4x2 + yz)_e*(xz“‘yz)

Pour déterminer les points critiques de f, nous devons chercher les points vérifiant les deux conditions
of (X, f(X,

(%Y) gt V) _

OX oy
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10 TI-Nspire CAS en prépa

| 1.2 L4 *Non enregistré — ﬂﬂ

| 12 L4 *Non enregistré — ﬂﬂ
-y T

-

Axpl=z1(x ) Terminé lax24p2) e
T{IJ/) i i I = @ ) <.2 d g Pt I
|4 x24p2) eX %Y | o Sxpii=0 |
(' d i ) l solve c;’ ‘{—\'J’}
—|Lﬂ:x‘_],-:\ ;|=0 | —|:f:_\-‘_]_.':| :\=0 |
X i Wdy
solve d , {—\J‘}
¢ iR 1
| —WAx /=0 | 14c=0 and y=0 or x=0 and y=— orx=1and }‘=0~
(dy ! 5
x=-1and y=0 or x=0 and _]'=-— or x=0 and y=r WV
33 1/3

Il'y a donc 5 points critiques : (0,0), (0,1/2),(0,—1/2),(1,0),(-10).

Pour des raisons de symétrie, pour tout (x,y)eR?, f(—x,y)=f(x,—y)=f(x,y), on peut se borner
a étudier les points de R? .

V(x,y)eR?, f(0,0)=0< f(x,y), donc f admet & I’origine un minimum global.

La matrice hessienne peut étre obtenue dans la bibliothéque diffcalc, en (1, 0) elle est définie négative,

donc f admet en (1,0) un maximum qui est global, idem en (—1,0) par symétrie.

I“.'I *Non enregistré — Eafll x|

\dy

| 1.2 & *Non enregistré —

H

.
s

1
4c=0 and y=0 or x=0 and y=— orx=1and =0
2

diffeale Vressr'arr*:ﬁ‘_x, ¥, { X,y } :'

' : \ V2,
2 (g xt+2:x2 [y2-10) 244 e ‘4}’ sil B l

! ’ voL2 2
4'.\"‘Llé'x2+4‘_}‘2—17,|-el 4y yp

<
o
I
o
2]
-
]

" ‘I 2 4,2
2 e 1 T
JooLe ¥ [x=1and y=
N
324220241} X 4
v

4/9

w0

En (0,1/ 2) il y a changement de signe, ce n’est pas un extremum, ¢’est un col comme on peut le voir

sur la représentation graphique, méme comportement par symétrie en (0,—1/ 2) .

| 1.2 L *Non enregistré —

L2 2
2 CaxT -4y 1.
' -17)-e Sy jc=0 and y=—
g & B B 2
2 %20 y241) e Y
15-¢’1
0

2

0 -ael
5/99

Conclusion : f atteint en (0,0) un minimum global égal & 0, et un maximum global égal & — en (1,0)
e

et (—1,0).
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Fonctions de plusieurs variables 11

Développement limité d'une fonction implicite

Pour commencer, on définit g(x,y) = arctan(xy) +1—e**Y.

Cette fonction est bien de classe C* sur R?, avec g(0,0)=0. De plus, ?(0,0) #0.
y

{ |mm » *Non enregistré <=

; A
gl‘x‘y'i:=tan-'[x-_y}+1_e-’fﬂ' Terminé |
¢lo,0] 0

dioi o -1
—lglxy) =0 and y=0
dy
\
™
3/99

Le cours nous permet alors de justifier I’existence de U, V et f. De plus f est de classe C* au voisinage
de 0 et admet donc des développements limités a tout ordre. Pour déterminer ce développement limité,
une des méthodes possibles consiste a procéder par identification.

A priori, on a un développement du type

f(x)=a+bx+cx2 +o(x2).

On sait déja quelles sont les valeurs de aetb :

a="f(0)=0
B0
b=f(0)= —%
(0,0
oy

Cette derniere valeur s’obtient facilement avec la TI-Nspire CAS :

~d(g(x,y),x)/ d(g(x,y),y)p|x=0 and y=0

|m EFRN » *Non enregistré <

: A
gyl =tanlx yl+1-e Terminé T

d lr ‘u || \‘ -1
BN T-AR O
PE 45
x=0and y=0
d 'y v
—lglxyl)
dy

On adonc f(x)=—x+cx2 +o(x2).

Il suffit en fait de faire un DL2 de h(x) = g(x, f(x)), et d’identifier ce DL2 au DL2 de la fonction nulle
pour déterminer la valeur de c.

© T3 France 2012 / Photocopie autorisée



12 TI-Nspire CAS en prépa

Cela peut étre fait directement sur la TI-Nspire CAS : on remplace f(x) par son DL2, et on demande

un DL2 du résultat. Le résultat obtenu dans I’écran de gauche montre que —c —1 doit étre nul et donc
quec=-1:

|m FRE » *MNon enregistré — ﬁ'lm |m P *Non enregistré — ﬁ'lm

z ; A Y A
glxy)=tanlx y)+1-eX7 Terminé dy £
B ) 1 (.l 2] ) e=1] x2
T A taylorighx, =x+c-x“/,x,2| [-e-1)-x=
[x=0and y=0 r' i e
d “'gr\‘ ) y mylor.,gll_\",a+b‘ x+c x* ,l,.r, 2,'
V& VR i
dy P ‘ . l | f 'bj 1
( ok e -e%+1+le? [-b-1)+a) x+|e?- ‘ — b=
taylor“_gl.,x, -,\'+c-x",“,x,.3,“ [-e-1) x= L L2 2
3/99 4/99

En fait, il serait méme possible de parvenir au résultat sans utiliser les valeurs de a et b, comme le
montre I’écran de droite.

Attention cependant, la méthode utilisée mériterait quelques justifications. Vous savez bien par
exemple que le DL2 d’une partie d’une expression ne permet pas toujours d’obtenir le DL2 de
I’ensemble de celle-ci.

Le role de la calculatrice est seulement de vous permettre de vérifier votre calcul.

Calcul d'une intégrale double aprés passage en polaire

Le domaine D est délimité par les deux cercles d'équations X2 +y2 ~1=0 et x? +y2 -x=0, ou

(3 =)
encore [ Xx—=| +y“ == .
2 2

Pour calculer cette intégrale, on peut passer en coordonnées polaires. Les cercles ont pour équation
p=1et p=cos(b). Pour & e[—%%} on doit avoir cos(8) < p<1, pour & e[%%} 0< p<1.

aA
<

On obtient ainsi

2 1 2 1
| = LTI Yo J _Pdp gy
o Jcos()(1+p2)2 "71' 0(1+p2>2
2

2
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Fonctions de plusieurs variables 13

Ou encore, en utilisant la symétrie par rapport a Ox,

% 1 1
| =2 [ _pdp d0+2J—”dp il
2)\? 2\2 | 2
c050(1+p ) 0<1+p )
Il reste a faire les calculs d'intégrales nécessaires :

m|m SRl > *Non enregistré < Bl <]

m|m SRl » *Non enregistré -
™~ wnraby e W) I 7]
x ’ Terminé - dr — 5 N0
A= codl 6;’{" : 4 (cos(2-6)+3)
l‘ -)|‘2 v W
V1477 " ‘. :
1 ‘ “lcosl2 8)-1) 2 g
_ﬂf‘) dr ’ ’.’) '\{ 7‘.+ ‘ﬁ ‘u_) 3 Y
o 4 lcosl2 6)+3, -lcosl2- 8)-1]
J cosl) a=| ———————
4 lcosl2 8)+3)
W+ 0
= | v
2/99 3/99

|m Rl > *MNon enregistré =

4 (cos(2- 8)+3) =
0
T 1 faacd
b:=—:| Arldr g
v}
2 ) 0
2 lg+b) s \/2_
4
5/99
. 2
En conclusion | :T'

B Fenétre de Viviani

Représentation graphique en mode 3D, on choisit I’option paramétrique :

X = 2.cos(t).cos(u)

On paramétre la sphere en prenant par exemple R =2 par {y = 2.sin(t).cos(u) , (t,u) € [0,27r]2 ;
z=2.sin(u)

X =14 cos(t)
le cylindre par {y=sin(t) , (t,u)€[0,27|xR.
z=u

© T3 France 2012 / Photocopie autorisée



14 TI-Nspire CAS en prépa

La fenétre de Viviani est délimité par la courbe intersection des deux surfaces qui peut étre paramétrée
par :

X = 2.cos’(u)
y = 2.sin(u).cos(u) , u €[0,2x] (voir ci-dessous).
z=2.sin(u)

};;)4(;‘,11:]:2 l:cosl:u:l:lz =
ot u)=2 coslu) sin(u) ‘
zpé‘(f,u)=2- sm(y) :

Pour calculer I’aire demandée, par des raisons de symétrie évidentes, on peut se borner a calculer I’aire
de la partie située dans le 1% secteur, (x, Y, z) € R® . La partie de sphére est paramétrée par :
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x = R.cos(t).cos(u)

y = R.sin(t).cos(u), (t,u) € [O,7r/2]2, pour étre a I’intérieur du cylindre on doit avoir x* 4+ y* <RxX,

z=R.sin(u)

soit R? cos”u < R? cosu.cost et donc vu que cosu >0, cosu < cost, soit uelt,7/2].

L’ aire A demandée est donc égale a :

w2 72
- 2
A4f0 [ft R*cosu du

Jdt —4r* [ (1-sint)dt =2R? (- 2).

En effet I’aire d’une portion de la sphére définie par le paramétrage :

¢ (t,u)— (R.cos(t).cos(u), R.sin(t).cos(u), R.sin(u)), (t,u) €A

est égale a ff R? |cosu| dtdu, comme on peut le vérifier a I’aide de la TI-Nspire CAS.
A

*Non enregistré <=

Al
=

By r cos[t_]- cos!iz:_j' Terminé
PUEE= e ginle) coslu)
7 sinlw)
diffealc Yacobianlglt, zr.], { Lu } )
- sinle)- coslu] - cosle) sinfu]
7 coslt]- coslwe) - sinltl)- sinlu)
0 7 coshu)
cnossPE:Ans '[ 1], Ans'[ﬂ':l L
[l
2/99

Vérifions le calcul de I’intégrale double :

A~

12 |e'=|ﬂ

36} |?-|-

:, ; .‘I'
A cos'.z.tﬂljclzt dr

=

WSt

o

2 -2} r

*Non enregistré <

i inl#) cosly) i) sinfn)
- sinlt]- coslu] -r coslt)]- sinlu,
i ¢ i i i T

7 cosit) coslu) 7 sinlg) sinfw) [1’

I 0 r- coslu)

crossP

2 S P w2 2, j V2
[r‘"-cost!,'-‘.cos*.:t.'] r=sinle) [cosl))® »

2 R ‘
nonn‘\[r“- cosle) lcoslu))® »= sinle) [cosl®

re. \coslzr:l\

4/99

5/99

© T3 France 2012 / Photocopie autorisée



16 TI-Nspire CAS en prépa

© T3 France 2012 / Photocopie autorisée



