Equations
differentielles

Dans ce chapitre nous allons nous intéresser plus particulierement aux possibilités offertes par la
TI-Nspire CAS pour la résolution d'équations différentielles linéaires, puis pour la résolution de
systémes différentiels linéaires.
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2 TI-Nspire CAS en prépa

1. Résolution pas a pas d’'une équation différentielle
Nous allons étudier ici I’équation différentielle y” +y’ — 2y = cos(3x).

Comme nous le verrons dans la suite, la TI-Nspire CAS sait résoudre directement cette équation, mais
dans certains cas, le but d’un exercice est précisément de s’assurer que I’on a bien assimilé les
méthodes a utiliser.

Pourquoi ne pas le faire ici, tout en laissant le soin a la calculatrice de faire pour nous les calculs un
peu fastidieux ?

1.1 Résolution de I’équation homogene

On doit tout d’abord rechercher les solutions de I’équation homogeéne, et pour cela résoudre I’égquation
caractéristique X2 +Xx-2=0":

*Non enregistré <=

¥x 1: Ac

Lis2: W 1: Résoudre |

\=30Alg2: Factoriser solvelx?+x-2=0,x]

fea4: An|3: Développer |

@ 5: Prq4: Zéros

% 6: Stg> Complétez le carré

(58] 7: m46: Résolution numérique

$¢8: Fo{/: Résoudre un systéme d'équations I

[B1] 9: Foq®: Outils Polynémes

|9 Outils Fraction

A: Convertir une expression
v 1/99

! 1 Al
x=-2orx=1

F ¥F ¥

Nous savons que les solutions sont alors du type z(x) = Ae* + Be %X, Vérifions-le :

*Non enregistré <= {*'ll'l 4 | » *Non enregistré <
! ¢ ! — ] =1 @ ! s ! - ¢ =1 @
sctlve'.‘x"+x—.2=0,x,‘i R solvehx"+x—2=0,xﬁ XL an=
) o T R ) o ;
2lx):=a- eXih o2 X Terminé sixl=a- eX+h-e 2 X Terminé
5 5
o o o D |logll oo | fa8 | (o Y C o \
o I:!" ‘JE \IE e 3 {:l,ﬂ {jiu {ﬂ d_|‘2\|_\.‘|‘}+i|:lzl‘x‘| ,*-2'2“)(,‘
ol | oo |[B8]| e | [B] |Bed | 20| dx2 dx
£3[Ba a5 |
M M
[ 2/99 | 3/99

1.2 Solution particuliere

Il reste & trouver une solution particuliére de I’équation compléte y” +y’ — 2y = cos(3x).
D’aprés le cours, nous savons que I’on peut chercher cette solution sous la forme
f(x)=acos(3x) + bsin(3x).

(C’est vrai car 3 n’est pas solution de I’équation X2 +X—2= 0).
3b-1la=1

-3a-11b=0
Ion obtient en identifiant I’expression obtenue lors du calcul f”"(x)+2f'(x)—2f(x) avec cos(3x).

On peut calculer la valeur de f”(x)+2f'(x)—2f(x), puis résoudre le systéme { que
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Equations différentielles

*Non enregistré <= {*'ll'l *Non enregistré < {*'lﬂ
2 o U A d% iisy d o ;5 Al
(o)L (2x))-2- ) (Ax)) = (A2 Ax)
dx2 dx ) dx2 dx
:‘ .-‘ ' 4
7 T {3 b-11-a) cosl2 x)+- 1 sinl 2-
Axl=a cosl3 x)+b sinl3 x) Terminé (3 5-11-a}- cos(3- x)+{-3-a-11- b} sinl3-x]
dz teoanod oo f "OIVQ{ i lf-l ab_lo { ‘ }‘
—Axtl+—{Ax) -2 Ax)
d\'2 dx -11
= . ; a= and b—
(3 b-11-a) cosl3 x)+{-3- a-11 b) sinl3 130
| v v
5/99 6/99

Il suffit ensuite de demander la valeur de f (x) en tenant compte du dernier résultat :

U R e-11b=0" " 7 -~
~11 3
a= and b=
120 130
¢ -11 3
Aix/le=—— and b=
130 130
3-sinf3 x) 11 cos(3-x)
1320 1320
7/99

On peut ensuite construire la solution en ajoutant ce résultat a I’expression de la solution générale de
I’équation homogeéne, présente un peu plus haut dans I’historique des calculs, et utiliser cette somme

pour définir une fonction s :

*Non -=n|r-‘g|;h-= b~ {*'lﬂ

2 =115 Eam) ! A -1 - A
3-a-11'b=0 ) s SEN
- 130 130
a=
13 A -11 ")
ﬂxl\la=
‘o -11 3 120 13
Aix/le=—— and b= ;
120 120 E‘,-sulk_"‘,-xl 11 cosl2 x)
3-sin(3-x) 11 cos 3 x 130 130
120 o 2esin(3-x ll-cosf'l-x:||
P sixl= -
slx)= ™ 120 120 | ™
17 7/99

*Non enregistré <= {*'lﬂ

= o] A~
a= and b— - -
130 . 3sin{3x) 11-cosl3x)
It sinl vJ_ 11-cosl3 x sl
o L1 3 120 120
Axllga=—— and b=
120 1320 Terminé
3-5111*:3-)\' 11 cos|3- \' sl
3 -11-cos{3-x) 3sin{3-x) . :
. 120 11 cos \l+ sin w+b-e D%, g
cy 3esinf2 x) 11-coslzx) 130 120
six)= - zl\{\
130 130 = ™
7/99 9/99
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TI-Nspire CAS en prépa

1.3 Solution avec conditions initiales

On peut maintenant déterminer a et b si on impose des conditions initiales.

Supposons que I’on cherche par exemple a avoir s(0)=1 et s'(0)=0. Il suffit de résoudre le systéme

que I’on obtient avec ces deux conditions :

*Non enregistré =

18

ol < |

Xy = A
130 130 0
Terminé
slx)
1l'cosl3x) 3sinldx) e
cosi3-x/ 3-sinl3 x, i Ry
130 120
[[slxl=1 W
solve| il’si\13=0 =0,
| ldx .‘ v
9/99

-11'cosl3'x) 3-sinl3x) = .5 :
cosi3 x) 3-sinl3 x il e K
130 120

[[slx)=1 !
1 d oo =0,1a,b ‘
solve 4 {(x))=0 Jx {a }
|ldx J

7 5

a=— and b=—

10 13

10/99

On peut ensuite demander I’expression de s(x) en tenant compte de ces valeursde a et b.

Il est également possible d’utiliser ces deux valeurs pour définir une fonction (écran de droite) :

10 3
slx)la=— and b=—
el
¢ “ ¢ Y -
-11'cosl3-x} 3-sinl3 ri+5 e =X P eX
130 130 13 10 I
11/99

Terminé

£y g 7 5
vxl:=s\xlla=— and b=—
10 3

-

)
-11-cost3-x) 2-sin{3-x] 5e 4 F 7 e
+ + +
130 130 13 10 I
| v
13/99

2. Résolution directe d’une équation différentielle

2.1 Solution générale

Reprenons I’exemple précédent y” +y’ —2y =cos(3x). Cette fois nous voulons obtenir directement

I’expression de la solution générale. Il suffit d’utiliser la fonction deSolve :

deSolve(y''+y'-2y=cos(3x),X,y)

iy 1: Actjans

152: Nor -
x= 3: Alg(6: Produit

fs) 43 Ang/: Minimum d'une fonction
@ 5: Pro/8: Maximum d'une fonction
T 6 Stal2: Tangente

)

*Non enregistré —

R

4 i Kl L)
deSolvely'+'-2- y=cos|3- x),x

g x 11 cosl2 ¥} 2 sinf2-
y=¢cl-e = "+c2 e = + 4
120 120

x 11-cos{3-x) +3-sin[3-xﬂ

4 7: Ma
$¢8: Forl

[§3]9: Fon

A:Normale
B: Longueur d'arc
C: Série(s)

'D:Résolution d’équation différentielle

E: Différentiation implicite
F: Calcul numérique

(3

b

.
«l e “ Ysc2e

130

120 |

Ol

1/9
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Equations différentielles 5

= Pour entrer la dérivée seconde, on utilise deux fois le signe * (touche [21>] ou [etri] =8°’).

= Dans I’expression des solutions, les deux constantes arbitraires sont désignées par c1 et c2. Si vous
effectuez une seconde résolution vous obtiendrez c3 et c4, et ainsi de suite....

La lettre ¢ en italique qui est utilisée pour noter ces constantes est accessible dans la table des
caractéres. Pour remplacer les constantes par des lettres spécifiques, par exemple a et b, il suffit par
exemple d’entrer une instruction du type : ...] ¢1 = ... and c2 = ...

‘1.1 12 | 12 B *Non enregistré — Ll < |

Al
A

i’ ] K i 4 i Kl )
deSolvely"+y'=2- y=cosl 3" x),x ! M deSolvely"'+1'=2 y=cos| 3 x),x )

Do x 11-cosl3-x) 3-sinl3-
3 y=cl-e = “+c2 e - + '
130 130 120 130

Ans|ef=-2and ¢2=1|

D x 11-cos{3-x) 3-sin{3-
y=cl-e = " +c2 e~ + »

(¥}
w

X 2 -1
Alpu|Q|AIB|T
Holl | KIAMIN

3

| |(o

™

| 1/99] 1/99

@ Attention a bien utiliser le caractére spécial ¢ disponible dans la table des caractéres ([en]=s°), et
non le ¢ obtenu avec la touche alphabétique.

2.2 Recherche directe d’une solution vérifiant des conditions initiales

Pour déterminer directement les solutions de cette équation différentielle avec conditions initiales, il
suffit de les inclure lorsque I’on entre I’équation. Ici, on écrira :

deSolve(y''+y'-2y=cos(3x) and y(0)=1 and y'(0)=0,x,y)

*Non enregistré —

| 1.2 44 *Non enregistré

Al
L}

'-2 y=cos{_3- x) and yt'_Cl_]=1 and y‘|:0:‘=0,x,yj‘l' = deSolvel‘l_y"-I-y’—l‘_1»'=cos|:3- \i and y[_U]=1 and’

+

130 130 13

1 1 - il 1 .3r
-11'cosl3'x) 3-sinl3x)] S e~ 7,
y= +

1

1lcosl3 x] 3-sinf3x] 52X 7-ex‘
st + +

120 120 12 10 |

~ ™

0/99 1/99

C'est bien I’expression de la solution obtenue lors de la méthode de résolution pas a pas.
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TI-Nspire CAS en prépa

3. Résolution d’'un systeme triangulaire par substitutions

La fonction deSolve permet aussi de résoudre les systemes différentiels triangulaires :

X'=X+2y+3z

Voici par exemple la résolution du systéme <y’ =y + 2z

7'=3z

|m FRE » *MNon enregistré —

el =x'=x+2 y+3'z x'=x+2'y+3-z
e2i=y'=y+2-z V=y+2z
e3=z'=2z Z'=3z
\
™
3/99

|m FRW > *MNon enregistré —
-

e2=y'=y+2-z V'=y+2-z

e3=z'=3z z'=3z
R _

deSolvele3,s,z) z=cl e~ !

3t
deSolvele 2 yl=c1- e

1 " "'} o R IR T 2. -
lvelel fxllz=cI e and y=cl- e~ "+¢2-e'| &
5/99

| FRN > *Non enregistré —

eli=X=X+i Y+3 2 X=Xt+i Y+ 'Z A

deSolvele 2.4 yllz=c1- el !

y=cl-e

e2i=)'=y+2-z Y=y+2 z
ed=z'=3z z'=3z
deSolveles,z) T

v

] . . !
el |5 cr e 1+2-(2 €2 tre3))

xX=
2

deSolvel‘_eZ‘,.f*y‘llz=c]' e3' £
i SRy
y=cl-e” "+c2: e
[ ] 3t 5L, =
deSolvele1,tx!z=cl e and y=cI- e~ "+¢.
v

4. Etude du raccordement des solutions
Nous allons résoudre I’exercice suivant, posé a I’oral d’entrée dans une école d’ingénieurs :

Résoudre, dans ]0,+ oo[, I’équation différentielle y’ In(x) + DA 1.
X

D’aprés le cours, nous savons qu’une équation de ce type admet des solutions sur chacun des
intervalles 1y =10,4] et 1, =JL+oo[. La TI-Nspire CAS est effectivement capable de nous fournir la

forme générale de ces solutions.

m|m ERE > *Non enregistré <-

T ¥y
Inkx) y+==1xp
%

| x+cl
deSolve J

1 J

™

1/99

|m ERN » *Non enregistré -

[ y | x+cl =
deSolve ln*..\‘]'y'+'—=l,x1v1 =
L x / Inix)
x+cl x+k
y=——1|cl=k Y=
Inlx) Inix)
|
™
2/99
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Equations différentielles

Sur chaque intervalle Iy, les solutions sont du type f(x)=

I’existence d’un prolongement par continuité.

X+

Ak

In(x)

Il reste maintenant & voir si I’on peut déterminer A, et A, tels que I’on puisse raccorder ces solutions.
Il faut pour cela que les limites a droite et a gauche de f en 1 soient finies, et égales, ce qui assura

Il restera a vérifier que ce prolongement est bien dérivable en 1.

Pour la suite, il serait utile de définir y comme une fonction de x en utilisant I’égalité obtenue. Voici
deux fagons de le faire, permettant chacune de découvrir quelques méthodes d’utilisation de la

TI-Nspire CAS.

La premiére méthode part de I'utilisation de la fonction right, a laguelle on peut accéder en

sélectionnant Droite dans le menu Extract du menu Algebre.

1. On colle cette instruction dans la ligne d’édition :

¥« 1: Ac

jons

52: No
\= 3: Alg
fead: An
@ 5: Prq
X 6: 5t
B8 7: M3
$¢8: Fo
[82]9: Fo

p-'ilﬂ
_~
4. Zéros

5. Complétez le carré

6: Résolution numérique
7: Résoudre un systéme d'équations P
8: Outils Polynémes

9: Outils Fraction

A: Convertir une expression
|B: Trigonométrie

F FFF T

C:Complexe

|D:Extraire [

2. Celle-ci permet de récupérer le terme de droite de I’égalité, puis de I’utiliser pour définir notre

fonction :
ml 31 R
L y | x+cl =
deSolvelln',x_}- y'+'—=1,x‘yJ y=—0r
L x / Inlx)
+cI x+k
y= =R |c]= y=—07
nlx) Inlx/
b x+k x+k
right|y="— .
I Inlx)) ]n‘_x.*
| L
™~
3/99

¥ 1: Ac
152: No|
\= 3t Alg
fead: An
@ 5: Prq
X 6: 5t
Bd7: Ma
$e8: Fo
[f2]9: Fo

jons

»m
s
4; Zéros

5: Complétez le carré

6: Résolution numérique
7: Résoudre un systéme d'équations I
8: Outils Polynémes

9: Outils Fraction

A: Convertir une expression
|B: Trigonométrie

1: Gauche jomplexe
2: Droite xtraire

F F F FFT

m! ERN » *Non enregistré — x
1 e ] @
x+el x+k
y=—ox|cl=k y=
Inlx) Inlx)
) [ x+k | x+k
nght|y= - =
I Inlx)) Inlx]
‘ x+k Terminé
W) =——
Inlx]
| 4
4/99
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TI-Nspire CAS en prépa

Dans la seconde méthode, on utilise I’instruction Define, a laquelle on accéde en sélectionnant Définir

dans le menu Actions :

1. On insére cette instruction au début de la ligne d’édition :

"' 1: Actions
L52: Nombre

2: Rappeler la définition. ..

x=3: Algebre
fea4: Analyse
¥ 5: Probabilités

3: Supprimer variable
4. Effacer a-z...
5: Effacer historique

X 6: Statistiques

6: Insérer un commentaire

(53] 7: Matrice & ve
$£8: Fonctions fing

[f2]S: Fonctions & f

7. Bibliothéque
8: Verrouiller

pa) |

T

O < -

4/9

M| ERN » *Non enregistré —

x+cl x+k
y= —|cI=k =
Inlx) Infx)
[ xtk | x+k
right|y= -
Inlx) | Inlx]
. £ x+k Termine
o Inlx]
Definel 5
4/99

2. Ensuite, on “va chercher” I’égalité définissant y dans I’historique des calculs, et on la recopie dans
la ligne d’édition en appuyant sur :

x+cl x+k
V= s |CI= y=—
Infx) Infx)
[ x+k| x+k
right|}= ‘ :
1 Inlx) Inlx/
T x+k Terminé
o In[x)
Define &
3/4

yr et y»—=q
Inlx/ Inlx]/
[ xek] x+k
nght|_y=—,J E
I Inlx]| Inlx)
¢y x+k Terminé
o) =—
Inlx/
.+k
Define y=——;,
nlx, ™
4/99]

3. |l reste ensuite a insérer (x) dans la ligne d’édition pour compléter I’instruction permettant de
définir y comme une fonction de x :

ofl] < |

*Non enregistré —

y="—"|c1= y— 8
Inlx) Inlx/
| x4k ] x+k
right|_}= = ) e
I Inlx]) Inlx)
¢y x+k Terminé
Wxli=—
Inlx)
e ol x+k
Define y‘lx."z -
Inlx) ™
4/99

*Non enregistré <=

o xak] x+k
nghti y=— 3
| Infx)) Inix]
i x+k Terminé
]ﬁ\.\'_.:=
Inlx]
! iy Xtk Terminé
Define yﬁx}= =
Inlx)
| v
5/99

A vous de choisir la méthode qui vous convient le mieux...

© T3 France 2012 / Photocopie autorisée



Equations différentielles 9

En raison de la présence d’un paramétre, la calculatrice ne peut pas déterminer les limites de y(x) a
gauche et a droiteen 1 :

m| ERN » *Non enregistré — ol <]

: S
oy x+k Terminé ) oy Xtk Termine
Wxl=—— Define ylx)=—ro
Inlx) Infx)
(4 x+k Terminé im () def
Define_y*.x]= e 11m+J.\., unde!
Inix/ x—=1
lim *:_}*zx:]:‘ undef lim *T_}":x:]:‘ undef
X = 1+ X = 1_
| v v
6/99 7/99

Bref, il va falloir réfléchir un peu... la limite du numérateur est égale a 1+k, celle du dénominateur
est nulle. Ici, ¢c’est immédiat, mais on pourrait utiliser les fonctions getNum et getDen, présentes dans
le sous-menu Outils Fraction :

x 1: Acfions lm ‘EEERER)> ‘onerreqisté < {6
L.52: No| 1! Résoudre - A
x=3UAId2: Factoriser xeel —

f34: An{3: Développer lim )] undef
@5 Pr(4: Zéros x—=1

T 6: Sta>: Complétez le carré 7 R
[4]7: M46: Résolution numérique xlTl[‘getNumw‘x'i’l‘] e
$¢8: Fol/: Résoudre un systéme d'équations P ‘ T
[2] 9: Fo(8: Outils Polyndmes » lim {getDenom({y{x]]} 0
Xl

\ A: Convertir une expression b | v

v 9/99

Pour espérer avoir une limite finie, il est donc nécessaire que k = —1.

On peut cette fois reprendre le calcul avec la TI-Nspire CAS :

m‘m ERE » *Non enregistré —

Xx=1 A
Mol pe=-1 x-1
Inlx)
; x-1 Terminé
Pl =——=
Infx)
lim (3dx]) 1
x—1
‘ =
12/99

Il reste @ montrer la dérivabilité.

y(x)-1

Etudions par exemple la limite du quotient
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10 TI-Nspire CAS en prépa

*Non enregistré < {ﬂn
nix; |al
fy o x-1 Terminé
]“|li= =
Inix]
lim li)'l‘x:*] 1
x=1
. f )»4?.\".]-1 " 1
lim l | =
x-1} x-1 | 2
| v
13/99

Si la TI-Nspire CAS ne se trompe pas, la fonction est bien dérivable et y'(1) =%.

Il n’est pas trés difficile de justifier ce résultat. Calculons w :

m‘m ERE > *Non enregistré —

lim lll\*l 1
x=sl

-1t 1

lim '— | -

el =1, | g

H1+n)-1 AInlh+1)-)

h 2 nln+1)
14/99

On peut alors faire un DL2 du numérateur :

m‘m ERE > *Non enregistré —

) (Jx)-11 1
lim |- | -
x»1, x-1 | 2
H1+n)-1 AIn{n+1)-n)
h ke Inlh+1)

l:aylorl‘i-{:ln*:fw 1!—}::.1,h,2:| B2
2

15/99

Et procéder de méme pour le dénominateur, ou utiliser directement I’équivalent In(1+h)~h et donc
hin(1+h)~h?.

Notre quotient est donc équivalent a > ce qui justifie la limite obtenue.

. . x—-1 . . - .
En conclusion, la fonction y(x) = m est bien prolongeable en une fonction dérivable sur I’intervalle
n(x
]O,+ oo[.
< On pourrait en fait montrer que ce prolongement est C”en utilisant un développement en série
entiére de In(1+h).
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Equations différentielles 11

5. Recherche d'une solution DSE

Dans de nombreux cas il n’est pas possible d’obtenir une expression symbolique de la solution d’une
équation différentielle.

L’une des méthodes utilisables dans ce cas est de rechercher un développement en série entiére d’une
solution.

C’est une question classique aux concours d’entrée en école d’ingénieurs.
Considérons par exemple I’équation 4x(1-x)y” +2(1-3x)y’'—y=0.

Nous vous renvoyons a votre cours pour les détails de la résolution.

+00
Un point particulierement important va consister a remplacer y par Zanx” , dans
4x(1-x)y" +2(1-3x)y’ -y, a dériver terme a terme, ce qui est licite si on se place a I’intérieur du

+00
disque de convergence de la série, et a obtenir un résultat du type anx” que I’on identifiera avec
n=0

le second membre qui est ici égal a 0.

Il est clair que la TI-Nspire CAS ne permet pas de faire tout cela directement. Elle peut cependant
vous aider a éviter quelques erreurs dans vos calculs.

Voici comment procéder.
2

On définit y =x", puis z=4x-(1- x)%+ 2(1—3x)%— y (écran de gauche).
X X

En utilisant la fonction expand avec x comme deuxieme argument, on peut demander de développer en
regroupant les termes en fonction de x (écran de droite) :

|mm » *Non enregistré = {ﬂ

W

R S g 7t x [1-x) 2 ~{y)+2-(1-3 hl—;
z=4x {1} —lyl+2-(1-3-x) —’k}-','—y d,\"

d.\'2 dx
X"~ 1 ”4 ne+2 H+11 x=2n {2 n-1

(]_:I [»! .’

n-1{[4. 52 | | )
o Nd n®+2 n+ll x-2n 12 n-1){
expand\z x)
21 (2 n-1) 5 1 |4 n2+2: rr+l‘
= |
A\ Le domaine du résultat peut étre plus grand que L. /% Le domaine du résultat peut &tre plus grand que l...

On a obtenu 2n(2n—1)x"* - (4n2 +2n +1)x”

+00
Lorsque I’on remplace y par Zanx” dans le premier membre de I’équation, on obtient donc
n=0

A= §(2n(2n ~Dapx"t - (4n? + 20 +1)ax").
n=0

= Le terme en X" ne pose pas de probléme pour n=0, car le coefficient 2n(n—1} est nul pour
cette valeur de n. Il est donc équivalent de faire la somme des termes 2n(2n —1)x" ™ & partir de 0

ou de 1.

Il ne reste plus qu’a jouer un peu avec les indices :

+o0 +o0
A=>"2n(2n-1)a,x"*! - Z(4n2 +2n +1)anxn
n=0 n=0
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12 TI-Nspire CAS en prépa

+00 o
A=Y 2n(2n-1)ax"* - Z(4n2 +2n +1)anxn
n=1 n=0
+00 o
A= 2(n+1)(2(n+1)-1)anx" - Z(4n2 +2n +1)anxn
n=0 n=0

Cette série sera égale a la fonction nulle si et seulement si
¥n eN 2(n+1)(2(n+1) - 1)ag,q - (4n” +2n+1Ja, = 0.
D’ou la condition :

a . 4n? +2n+1 a
Ml o(n+)(2n+1) "

Ce qui permet donc de montrer que I’on obtient une série entiére dont le rayon de convergence est égal
a1, et de calculer a, a partir de ag = f(0).

6. Résolution des systemes différentiels diagonalisables
assistee par la TI-Nspire CAS

Nous allons étudier ici une méthode de résolution, assistée par la calculatrice, pour les systemes du
type X’'=A- X + B lorsque A est diagonalisable.

6.1 Résolution du systeme homogene

Dans les cas des systemes homogeénes associés a une matrice diagonalisable, on obtient une base de

solutions en multipliant les vecteurs propres associés a A par e,

Considérons par exemple le systeme suivant :

X'=2x+y+z
Yy =x+2y+1z
7/ =x+y+22

La matrice associée a ce systéme est A=

S )
RN e
N B e

La matrice A est diagonalisable, ses valeurs propres sont 1 et 4.
Une base de I’espace propre E; est formée par u, =(1,—1,0) et u, =(1,0,—1). Une base de I’espace
propre E, est formée par uz =(1,1,1).

Tout cela peut se démontrer facilement, en particulier en utilisant les fonctions et programmes de la
bibliotheque linalgcas, que vous pourrez télécharger sur le site www.univers-ti-nspire.com.
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|m SRl > *Non enregistré <=

211
@51 21
1 4 2

charPolytr a,,\"'i

i 2 ] '\‘
factorl‘-,\“’ +6° x° -9 x+4,

| RN » *Non enregistré — ol <]
Al ! [ y —
2117 factorL,-.\")‘-ré'..\“]—Q'x+4,‘ (x-4) (x-1)2
1 21 p Y 7
11 2 linalgcas\eigenvects\a, 1) 1 0
0 1
i ;
-x“+6-.r2—9-_\‘+4 =1 1]
P linalgcas 'keigemec!sfa,fﬁ 1]
1]
™ S
3/99 5/99

< Voir chapitre 9 pour plus d’information sur I’utilisation de ces fonctions.

On obtient alors une base de solutions du systtme homogeéne X'

et et e4t
a(t)=e'-u=| - |, b(t)=e"-u,=| 0 |, c(t)=e* -ug=|e*
t 4t

0

—€

e

=A-X en considérant

La matrice wronskienne W est formée des composantes des fonctions a, b et c. Elle vérifie W' = A-W.
Sur la TI-Nspire CAS, on pourrait par exemple la construire en écrivant :
w:=augment(linalgcas\eigenvects(a,1)e?(t), linalgcas\eigenvects(a,4) e (4t))

mais on peut également récupérer les deux résultats déja obtenus en les sélectionnant dans I’historique
des calculs.

|m SRl > *Non enregistré <=

linalgcas \eigenvectsla, 1)
1 0 il L)
W =augment, 0 1 ef, 1 '84 k
linalgeas \eigenvectsia, 4) 1 -1 -1 i ]
1 el 0 e¥!
1 t 4t
- 0 "| 0 e e
11 .
u"=augment{ 0o 1| er, -ef -ef 84 .
-1 -1 ] v v
15 6/99
6.2 Résolution d’un systéme “avec second membre”
Considérons a présent le systéeme différentiel suivant :
X'=2X+y+z+t
Y =x4+2y+z-t
'=x+y+2z+1
C'est un systéme du type X' = A- X +B.
Nous avons déja déterminé une base de solutions du systéme homogéne X’ = A- X.

Pour déterminer les solutions de I'éguation “avec second membre” a partir d'une base de solutions de
I'équation homogéne, on peut poser X =W Y.

X est alors solution si et seulementsi X' =W'-Y +W-Y'=A-X+B.
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14 TI-Nspire CAS en prépa

En utilisant W' = A-W, etdonc W'-Y =A-W-Y = A- X, on voit que X est solution si et seulement si
W-Y'=B.

Pour résoudre I’équation W -Y' = B, il suffit d’intégrer le vecteur obtenu en calculant w.B.

Il reste ensuite a multiplier le vecteur obtenu par W pour obtenir I’expression de X.
= Si on recherche I’expression générale des solutions, il faut ajouter les constantes d’intégration.

Sur T1-Nspire CAS, il est effectivement possible de rechercher une primitive d’une fonction, mais
aussi d’une matrice. Il suffit ensuite d’ajouter les constantes d’intégration :

|m 52 N ol <] | N »  *Non enregistré — Eoll] |

( cosl] ds I:mnm } A i cosls) ds [ sinz) } =
N, Siﬂ‘La‘:‘ 'COS[_{} .} ginlll;:l 'COSE(}
i cos*:;‘_‘l de+| K7 [sinf!ﬁk!
sin(z) k2 k2-coslt)

= <

1/99 2/99

En utilisant I’une ou I’autre de ces méthodes, on obtient ainsi facilement I’expression des solutions :

|m 5l > *MNon enregistré < Eafll |

el >  *MNon enregistré —

i cosly) de+| K7 {sinfr“k]
y sinl¢) k2 k2—coslt]
t t
b= -t k3 e¥ Lek2 efwer>
1 1
f L | K3 et Ll -k1-k2) ef-2
s=w L W T bjdi+ L 4 |
3/99 4/99

Une seule instruction suffit pour vérifier que la solution est bien correcte :

‘m L3l » *Non enregistré —

t

i3 et Likz el tr—

k3 et Laf-k1-K2) of-

a s+b—£t‘sJ
dd

oo o |wlw

5/99
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6.3 Recherche des solutions du systéeme avec conditions initiales

Il est naturellement facile de déterminer les valeurs des constantes si on ajoute une condition initiale.
Cherchons par exemple la solution correspondant a x(0) =1, y(0)=-1, z(0)=0.

On commence par extraire les différentes expressions de la matrice.

‘m SRl > *Non enregistré —

x.=5|1,1 . 3
[11] K3 e Laky ef—-=
4
=5/2,1 . 5
Y [ J k3 84 r+k2‘ et+f+—
-+
z=53,1 v ) 3
{2] k3 e¥ Lel-k1-k2) ef-2
4
| |
]
3/99

Puis on résout le systéme d’équations obtenu a partir des conditions initiales :

‘m SRl > *Non enregistré —

Eofl] <]

z=53,1 . \ 3
L2.1] k3 e Le{-k1-k2) ef-=
4

On peut ensuite calculer I’expression des solutions en tenant compte des conditions obtenues sur k1,

k2, k3 :

s | Ans

f[x=1 !
solve| y=-1{k1,k2k3} |e=0
Llz=0 !
g -7 1
k1=— and k2=— and k3=—
3 3 12
4/99

‘m LRl »  *Non enregistré <=

e4'f

12
e4-r

12

e4'1‘

12

+

5 e
3
7.
el
2e

2
-

+

I 3
-

—f—
4

5

Hh—

4
ioa
-

4 |

5/99

Cela termine la résolution “manuelle” de notre systeme d’équations.
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7. Programme de résolution symbolique
d’'un systeme d’équations différentielles linéaires

7.1 Description de la méthode utilisée

Pour résoudre facilement les systemes différentiels plus complexes, nous allons utiliser un programme
permettant d’obtenir directement I’expression des solutions. Ce programme fait partie de la
bibliothéque linalgcas, que I’on peut télécharger sur le site www.univers-ti-nspire.com.

La résolution sera possible chaque fois que I’on pourra déterminer sous forme symbolique les racines
du polynéme caractéristique. Il se limite aux systémes ayant au plus 4 équations.

On se propose ici de résoudre le systeme différentiel X' = A- X + B.

1. On commence par résoudre le systeme homogene X’ = A- X. Une méthode facile a mettre en ceuvre
sur la calculatrice consiste a utiliser I’expression générale de ce systéeme : X(t) =exp(t-A)-V.
— La matrice W(t)=exp(t A) est la matrice wronskienne associée a la base de solutions définies
par les colonnes de cette matrice.
Le programme expmat, décrit dans le chapitre 9 sur le calcul matriciel avancé nous permet de la
déterminer.

ky

— Le vecteur V =| k, | est un vecteur constant arbitraire.

Ce vecteur devra étre construit par notre programme de résolution.

2. Ensuite, pour résoudre I’équation homogéne X’'= A- X+ B, on utilise la “méthode de variation de
la constante”.
Comme nous I’avons vu lors de la résolution “manuelle”, si on pose X =W Y, alors X est solution

si et seulementsi W-Y' =B, ou encore Y' -w1l.B.

Pour obtenir X, il suffit donc de faire le produit de W par une primitive de w.B,ce qui s'obtient

en écrivant : W* [ (WA(-1)*B,t).

Ici nous n’avons pas incorporé les constantes d’intégration lors du calcul de I’intégrale.

On obtient donc une solution particuliere S, qui devra étre ajoutée a la solution générale de
Ky

I’équation homogene, c’esta dired X =W -V, avec W(t)=exp(tA) etV =| ks |.

3. Chercher les valeurs des constantes ki, ks,... a utiliser pour définir la solution correspondant a une
solution particuliére telle que X(tp)=Xq, revient a déterminer le vecteur colonne V tel que
S(t)+W(t)-V = X(t). Cette égalité devant étre en particulier vérifiée pour t=ty, on obtient

V=W(to) (X0 - S(to)),
puis X() =W(t)-V +S(t) (=W(1)-W(to) ™" +(Xo - S(tg)) + S(1)).

N.B. Nous n’avons pas utilisé ici I’ensemble des résultats disponibles sur le lien entre la résolution
des équations différentielles et le calcul d’exponentielles de matrices.

On aici W(t) = exp(t A), W(to)_1 =exp(to A)_1 =exp(—tg A),
et W(t)-W(to) " = exp((t—tg) A).
On retrouve I’expression X(t)=exp((t—tg)A)-(Xg —S(tg)) + S(t).
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7.2 Exemple d’utilisation avec une matrice diagonalisable dans R

Reprenons le systéme précédent :
X' =2x+y+z+t
Yy =X+2y+z-—t
7/ =x+y+2z+1
avec les mémes conditions initiales : x(0)=1, y(0)=-1, z(0)=0.

Pour traiter cet exemple, on lance le programme desysinitcond, présent dans la bibliothéque de
programmes linalgcas :

linalgcas\desysinitcond([2,1,1;1,2,1;1,1,2],[t;-t;1],0,[1;-1;0])

(On aurait aussi pu utiliser le modéle 2D adapté a la saisie des matrices)
Si I’on effectue ce calcul aprés avoir défini les variables a et b, on peut aussi écrire :

linalgcas\desysinitcond(a,b,0,[1;-1;0])

On obtient alors automatiqguement I’affichage de la suite de tous les calculs effectués. Sur la
calculatrice, il est possible de se déplacer dans cette suite de calculs en utilisant [ctri](3] et [ctri](9].

e Ecran 1 & 2. Appel du programme et affichage des valeurs propres.
e Ecran 3. Affichage de la matrice wronskienne (base de solutions de I’équation homogéne).

1 ‘5.2 |m Rl > *Non enregistré <=

: [m|mm » *Non enregistré —

Valeur(s) propre(s) :\ n
| 01=1
If p 82=4
b=, it Cette matrice est diagonalisable
|1 | | 1 100 I
|' 1]l 8d=lo 1 0o
]jnalgcas\desysixﬂtcond.[a,b,o_ -1 ‘ i 00 4
| 0Jf v [1 o 1l v
4/99 1/5

E|m RN » *Non enregistré —

Matrice wronskienne (8w)
ef 0 e¥!
Bw= 0 eof e¥t
t o4t
e e e
__________ il
Solutions de X'=AX (Bsh) o
15
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Ecran 4. Forme générale des solutions de I’équation homogene.
Ecran 5. Forme générale des solutions de I’équation complete.

E|m Rl > *Non enregistré <=

{ |mm P *Non enregistré =

iy

Solutions de X'=A'X + B (Bse)

Solutions de X'=AX (8sh) X=WY WY'=B

2
-

c6 et licq of c6-e? ligq eft-2
Ush=| g et tics of f

c6- e* '+[-ca-cs) ef Bee=] cs o™ frcs: elan—

; 2 ]
16 et il-ca-cs5) -2 U
Solutions de X'=AX +B (8se) 5 g s afi g
15 15

e Ecran 6. Vérification.

Ecran 7. Solution en tenant compte des conditions initiales.

m|m RN » *Non enregistré —

; ‘ 3 =
c6 e Til-cq-c5) ef-=
4
“““““ gsol=| e 7'*—"+I+E
\/érifions 12 3 4
t 4-f t
e e 2-e" 3
X'-AX= ” + o
b H | 12 3 4 |
__________ ‘ S T ermmd ‘\!ﬁ
5 15

A partir de I’application Calculs, il est possible de rappeler la matrice 6sol qui correspond a la derniére
matrice affichée. On peut aussi demander I’affichage d’une ligne particuliére de cette matrice. Il est

également possible de récupérer les différents éléments de cette matrice, par exemple pour les
mémoriser dans une variable.

E|m Rl > *Non enregistré <=

toll] <)

Terminé
gsoll 2] e
+“ ——

12 3 4

4

6/99

Voici a présent la résolution du méme systéme, mais avec les conditions initiales x(0)=1, y(0)=1,
z(0)=1:
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Terminé
gsol 3] {04-: - 3}
+ =
12 3 4
i 1]l
]i.nalgcas\desysnewcond{ 0.4 ‘
{ J‘ L
L1 v
6/99

X'=X+Yy x(0)=-2
Y =—X+2y+z y(0)=2
Z'=X+1 2(0)=4

o Ecran 1. Appel du programme.
e Ecran 2. Affichage de la matrice wronskienne (base de solutions de I’équation homogéne).

E|m Rl > *Non enregistré <=

M1 1 o][o] [-2l| A
hinalgeas\desysinitcond|| .1 5 1||g}9| 2

L1 0 1[[0 4 “
Valeur(s) propre(s) :
B1=1+7
02=1-7
82=2 ﬁ
Coatbn rmatbel et dinmanalicahl I

1/8

bofl] <

Solutions de X'=A'X + B (Bse)

XK=WY WY'=B

Bse=
c18 e2 “+(c16+c17) &' cosli)+(c16-c17)
c18 e {4{-c16-c17) e' sinltl+(c16-c17)
c18 e “+lc16+c17) e sinld+lc17-c16)

>

12 3 4
13 e¥? 4 5
12 3 4
13.e¥1 2¢ 3
J2e 3
| 12 3 4 |
7/99

7.3 Exemple d’utilisation avec une matrice diagonalisable dans C

{ |mm P *Non enregistré =

Matrice wronskienne (Bw)

Bw=
¢

el cosle)+el sinle) ¢ el coslel-e” sinls)-

-el. sini:!_‘.|+et- cos*:.fj*- i -el-sinlf-ef cost'_r_]
el sinlr)-el coslt) ¢ el sinfzl+e’ cosls):
__________ »
Solutions de X'=A"X (Bsh) S
110

Solution X/ X(0)=

Bsol=|

(&

3t

(6]

'
.

PO

215 ol coslr)-e” sinls)
2ot

—e’ coslf)+5 el sinz)

+el- cosl'_t_]—S' e’ sinls)

Terminé =

110

110
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7.4 Exemple d’utilisation avec une matrice non diagonalisable

X'=Xx+2y+3z

y'=y+2z

7'=3z
Pour traiter cet exemple, dans lequel il n’y a pas de condition initiale, on lance le programme
desystem, également présent dans la bibliothéque de programmes linalgcas :

e Ecrans 1 & 2. Appel du programme et affichage de la matrice wronskienne.

4 m|mm P *Non enregistré —

i ' Al ’ " ’ A
1 2 3||0f Matrice wronskienne (Bw) M
linalgcas\desystem|| o 1 2l|p ‘ - .
lo o 3|0l e 2pe o'
550 g
\aleur(s) propre(s): ¢ 2e
prop Bws= 0 e -
B1=1 -
5. ot
B2=3 0o 0o =
M ~ 8n+8d : > B
Ad diaaonale et An nilnotente | i
111 111

e Ecrans 3 & 4. Solution obtenue et vérification.

Im|m RN » *Non enregistré — | [m|mm » *Non enregistré —
Solutions de X'=A-X (8sh) &t -
. L 9 Veérifions
c21-e” “+(2- c20 t+c19) €
vezre’t X=AX=1g
s —+z e
Bsh= < 0
j: 2 JN (I N | AN |- S R e S
2 ¢21 et
o J ! Termine I
—————————— a 1’?
M 11/99

8. Utilisation d’une transformée de Laplace

Dans les classes ou cette méthode est au programme, on pourra également utiliser les fonctions laplace
et ilaplace, ou encore directement les fonctions solved et simultd contenues dans la bibliothéque de
programmes specfunc.

Ces deux derniéres fonctions permettent de résoudre des équations différentielles linéaires d’ordre
supérieur a 2, ou des systemes d’équations différentielles.
Cette bibliotheque de programmes est téléchargeable sur le site www.univers-ti-nspire.com.
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m|m Gl » *Non enregistré < {j’lﬂ

A

2
eq. o (xle))+1=€7 d (xis))+1=€7
2 el
dx” dx”

specfunc lsoh-'ed‘:eq, {Ur‘ 0,1,1 } |

e
x{_1_3=———+f‘2+1
ef 6

A )=l esdd)
dt

syst=| L ({ et 42 o) +ol)
dt =

(o)) o) 2l
dt

| [l » *Non enregistré <

specfunc lsoh'edﬂeq, {1'&‘1 0,1,1 } ]

2

3
=224y
ef 6
xit) -2 xit) -2
me= el 2 Wl 2
Zs 4 Zel 4
| v
3/99

| [l » *Non enregistré <

= 12le) J=xl)42l)
dt

specfunc lsimrzl:a‘[.:[}'s!,mc |

L-J

drl=-5- el ~coslt)-el sinlfl+3-

Aie)=-e- cosle)+5- e’ sinld+3-

Zel=e’ coslel-5- el sinlf)+2- | ”

3/99

Vous pouvez par exemple vous reporter a la page http://www.seg.etsmtl.ca/ti/laplace.html pour des
informations complémentaires sur I’utilisation de la Transformation de Laplace pour la résolution

d’équations différentielles.

9. Etude graphique d’une équation différentielle

9.1 Tracé d’'un champ de tangentes et de courbes intégrales

Lorsqu’une résolution formelle n’est pas possible, il reste possible d’utiliser une méthode de résolution

approchée permettant de construire la solution.

Les derniéres versions de TI-Nspire CAS disposent d’un outil intégré permettant d’obtenir directement

ce type de représentation graphique.

Prenons comme exemple I’équation différentielle y’ = |y — x| gue desolve ne sait pas résoudre.

En mode graphique Equation différentielle, on entre I’équation, le champ des tangentes se trace.

*Non enregistré

/ /S S AL — S/

/ ViR S S | [ /

/. ./.- /, // I = / p / / /s
A A
A A e\ A I
d1 '

y1 "= |yr=] ™

(Ko y10) \ 2 ]

i y1 "= |ys—x|
(xay1o)

Tl

Ajoutepune condition mmale

On peut ensuite indiquer des conditions initiales pour tracer des courbes intégrales.
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| Modifier les conditions initiales

| |Annuler|

On peut modifier les parametres :

y1 "= lys=d

l

(Xoy10): (O .0

JIEX

Madifier les paramélresk
-

{Equation différentielle

Début de tracé ;| -10 a

Pas de trace :Io 01

i

Champ Résolution :| 14

b

Champ de direction a x=
r |0

=
|0_E\ |Annuler|

On peut ajouter une quatriéme courbe intégrale et déplacer le point qui correspond aux conditions
initiales afin d’obtenir une autre solution (il suffit de saisir le point et de le déplacer a I’aide du

TouchPad).

.‘. .f 7.
‘Ir / -./
/7 /
£ /
/ / 2yl 3/ /
/.=:;, — N S ]
S = [ 1

{ Equation différentielle

Méthode de Résol| Runge-Kutta IIE

Tolérance d'erreur [ 0.001

champ| Pente ]

i Axes Eridéfaut (x ety)
Xe—| X ‘
I ye— | \¥

S
[oK] [Annuier]

*Non enregistré <=

*Non enregistré <=
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9.2 Runge-Kutta vs Euler

Sur I’exemple précédent, on a vu que parmi les réglages possibles, on pouvait choisir la méthode de
résolution. Deux choix possible : Runge-Kutta et Euler, la premiére donnant des résultats plus précis
mais avec des temps de calculs plus longs.

Voici sur un exemple simple dont on connait la solution de fagcon formelle la comparaison des deux
méthodes. On commence par tracer la solution exacte du probléme de Cauchy.

| EEER
[ 3y 5 a .
deSolve(y'= iy y=€e3 x"+— I
x 3 2 I
Il x ‘\ X :
[ 3y s . \ 1 1
deSolve|y'= ——and Y1)=1xy| yr=—" b
X 3 2 T
! : x ! X : -
¥ flixj=—
I 2
g g e X x|
ODIZ 5
2/99 -2

On trace ensuite la solution approchée avec la méthode de Runge-Kutta (courbe en pointillé rouge).

d | | ¥ *Euler_Kutta <
27

‘ \\ / // / / // // / o ’/
1.;.F0ncti0n - o ‘ .\‘ ELW A NN /‘ 1
2:Equation ) filyle— LA e e el
3:Paramétrique | pr ol d1 351 5
4:Polaire ligne de saisie ’5* vi|s———
5:Nuage de points 5o
6:Suite Y tr— ) _
7.Equation différentielle oyio (1 [1 )R

{ | | > *Euler Kutta =~

5y tyl_t ] [ A A
SR VAR A A S A A SV A A a4
E ‘ —~ Jff‘ / / /S / / o Vg A
f [ o o i

E\N— 7~ ==
El L\ — —— X2,
el |\ N NN NN~~~ 5
AR NN
)-:-3\ | \ \ \, NN

On trace ensuite la solution approchée avec la méthode d’Euler...
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Equation différentielle Kutta X
Methode de Résol| Eul ; 4 !
éthode de Réso | :
Nombre ditérations (Lol b | I/ Jitd
ombre ditérations | ) y ,
Runge-Kutta B |/ /o / Al
| L " i ‘ /S / R
{1\~ Lol
- ™ : 1
- Axes | Par défaut (x ety) - E; ‘ N e o e Y =
y : _ o %
Xe—| X = E ...... \ W T¥ e e — I—\‘rd
k 3 | \ -
— Q2 |\ \\ N iy, S S ~8
[ox] [ranaer] LN AN NN
—— -2 A
el I N W N N N N

9.3 Systeme d’équations du premier ordre

Il s’agit du systéme proie-prédateur de Volterra :

yl/ ==y, + 0-1y1y2
yz/ = 3y2 — %Y,

On entre les deux équations comme ci-dessous, puis les conditions initiales : ici (0,2), (0,4), (0,6) pour
la premiere et (0,5), (0,10), (0,12) pour la seconde.

& ¥ '=l'yl+0.1-y1-y2 ] 2 & y2 "= 3529152
(xoyle): (O || 2 122 @ (xey20): (O |5 “ @

Il ne reste plus qu’a modifier les parametres :

Equation différentielle
Methode de Resol| Runge-Kutta

Tolérance d'erreur : | 0.001

Champ Direction

Axes Personnause
w1

: vz T

q

|£| |Annuler|

e e e e e e e e e £ ]

9.4 Equation d’ordre deux
Pour représenter la solution d’une équation d’ordre deux, on passe par un systéme.

" +a(x).y’ +b(x).y =c(x) équivauten posant y=y, a
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¥ =Y,
Y, =—a(x).y, —b(x).y, +¢(x)
Prenons comme exemple le probleme de Cauchy suivant :
y"+(y* —1)y +y=0
y(0)=1, y'(0)=1
La fonction desolve ne nous apporte rien comme I’indique I’écran ci-dessous.

*Non enregistré <

EEREE

ode: =y"+{ },2 = 1,} Y'+y=0 yoh y‘) -1)- y+y=0

[/

{ i

deSolvet'iode and yl"O"l=1 and y't' 0"1=1,:q)»{‘l

Nous allons procéder au tracé d’une valeur approchée de la solution du probleme. On saisi les
équations comme pour un systeme.

m| 1.2 L3 *Non enregistré = M| 1.2 &3 *Non enregistré <= {*']l'l
167 %y 167y
1 1
; Xy ; 5
2.5 1 25 2.5 1 235
. d2 1 |
i yl =y2 - Ly = |-,]—y12‘l-_y;’—y1
sone 0 [T )R wn (0 [T )R

On prendra soin de ne sélectionner que la premiére éguation et de procéder aux réglages suivants :

'EENEE)’

ol <

Equation différentielle *Non enregistré <=

Méthode de Résol| Runge-Kutta

Tolérance d'erreur : | 0.001

Axesl Par défaut (x ety) :I A X
I 3 25 i \i
' y—y L] < |

|E| |Annuler|

-1.67
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Exercices

Utilisation de la méthode de variation des constantes

Résoudre I'équation différentielle (1+ xz)y” +Xy' —y=xy x2 +1.

On recherchera une solution particuliere simple de I'équation homogene, et on utilisera la méthode de
variation des constantes.

Changement de fonction inconnue

Résoudre I'équation différentielle x2y” +4xy' + (2 - xz)y =1 en effectuant le changement de fonction

inconnue u = xzy. On cherchera s'il existe des solutions définies sur R.
Vérifier la solution obtenue en résolvant directement I'équation sur la TI-Nspire CAS.

Solutions des exercices

Utilisation de la méthode de variation des constantes

On peut facilement vérifier que y(x) = x est solution.
Sur Rl ou R", on peut donc poser y(X) = X-z(X) pour se ramener & une équation différentielle en z’
et z”. On peut laisser ce travail & la TI1-Nspire CAS.

On obtient ainsi I'équation x(x2 +1)z” + (3x2 +2)z' =0. La résolution de cette équation ne pose aucun
probléme car I'on peut se ramener & une équation d'ordre 1.

||b *Non enregistré <

*Non enregistré <>

o ! ‘o ¥ oA
{ | = i ) 3 i o I‘_F. & ‘}' 2 i [ '+I .“ . — 'll‘ =Y 2
eq:=t1+x2_j' d_ﬁJ/{xJHx' i(}*\xﬁl—}’fm&x" 2'ﬂXJ" t,x +1'i+dx{}'x‘} xshmc {x %41
i 2 dx
x i f A
) : ‘ Yoc):=x 2lx) Terminé
.'.'.‘-.$2‘ldr..\ ¢ 2
) =+ 1+— x| x=plx)=x x=+1 eq
2 dx ‘
2 . .
a” oo ‘a’,,.“
—?hzi.,xﬂ' x: (x2+111+—*lz*.x_l 2 {,3'.\:2 +2,)=x"
dx* dx
~ | v
mn 3/99
4 | > *Non enregistré <
°q A
@i 2 d a2
—jﬂzﬁ.\'_.‘,)- x-be?+1)+(2x))- (‘3-:(“ +2)=x»
dx= dx
( | 2 ’ - - \
deSolve{x- x“+1)- 2 +1‘3-x +2/ 2'=0,x,z
el |x2+1
z=c2-—————
x
W
4/99
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En conclusion, sur R™ ou ]Ri, on obtient y(x)=Ax+B x2 +1, et il est évident qu'il est possible
d'obtenir une solution définie sur R.

Pour résoudre I'éguation avec second membre, on peut appliquer la méthode de “variation des
constantes”. On cherche y(x) sous la forme y(x)=a(x)u(x)+b(x)v(x), avec ici u(x)=x et

v(x) =+ X2 +1.
a’'(x)u(x)+b'(x)v(x)=0

On aalors Xy X2 +1 X

a’'(x)u’(x) +b'(x)v'(x) = 21 :\/ 2 1
X° +

' 0
Si on pose W(x):“(x) V(X)}, on obtient {a (X)}:W(x)‘l. _X |

) V() b'(x) 2

Tous les calculs se font trés simplement sur une TI-Nspire CAS :

g reessss  OOREEED  vnessie 06

z=c2—

x . ulx) vix] Terminé [
= wixl= R e
ulx)=x Terminé 9l i)
x X
([ { ,2+1 Terminé —
W=V X wix/ g
F oy = x \x°+1
: ulx) Vx| Terminé *
wx)= 4, , WAy 1
Llulx)) () 5
dx dx X~ #]
7/99 8/99

x i ) 3
1 x x“+1 | gx =
‘ "2+l o F \‘ 2
X | . x lx2+1
0 2 2
Foroa- X Jx"+1 2
(wlx)) x 3 x>
') 4\ 4
x“+1 3
9/99 10/99

(X2 +1)3/2 3

D'ou a(x) = +Cietb(x)= —%+ C,, ce qui conduit a

y(x):§\/x2 +1+C1X+C2\/X2 +1.

Changement de fonction inconnue

Pour résoudre cette équation en utilisant la méthode indiquée (TI-Nspire CAS permet en fait d'obtenir
directement I'expression des solutions !), on peut la stocker sous forme symbolique dans une variable.

On peut ensuite définir la fonction y en utilisant l'indication du texte, puis demander l'affichage de
I'équation (calcul valable sur R’; ou R").
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28
*Non enregistré < | 21 k3 *Non enregistré < X
2 ; ] o iﬁli\H \ +4 {]F*ﬂ 1+}4\‘l ")—r ‘— 5
eq:=_\‘2- d g ‘yii_.\‘jl.1+4-x‘ di*:ytxﬂ ,“+l,2—x2‘i-}-"’ z‘x‘) dx
2 x
dx - ulx) Terminé
d] d { ! ]’“J e
— l‘_}»irx'i I x2+a —l.,yl‘x:* 15 r+yfx3 : |l 2-x* J|= 1 x“
“2 dx
— &4 o 2 e 1 4
i — Laelx) J—2elx)=1
dx*
= | v
mn % Le domaine du résultat peut étre plus grand que L.
» *Non enregistré < ﬂﬂ
- P @
oy ulx) Terminé
Wx)=——
2
x
eq d2 s o o
_jt. ulx)]—ulx)=1
dx*“
deSolvely"-u=1xu) u=cl e X+c2 e5-1
4/99
. Ae™* +Be* -1
On obtient ainsi y(X) = —————.

X
Il est facile d'obtenir un développement asymptotique de cette fonction en 0, et d'en déduire les

conditions nécessaires et suffisantes de I'existence d'un prolongement par continuité en 0.

i 4 3 4
serieslpdx),x, 1)

atb-1 b-a a Axlie L o eX.le2' X 5. Xy
.1'2 x . . _..“‘-x2
8/99
1 4 1 4
—e"+_-e " -1
. . cosh(x)-1 ) 4b-1 1
On obtient ainsi y(x) = 2 22 = (2) , prolongée en 0 par ==,
X X 2 2
Cette fonction est en fait de classe C™, car développable en série entiére.
2n
O(2n - 1 = +00 2( +00
n—:_ ST
En effet, pour x =0, y(x)= 2 2 Z:: _ Z 2n)l nZ:;) o et cette égalité

reste vraie en 0.

On peut enfin veérifier que I'équation différentielle est bien vérifiée en 0, ce qui montre que l'on a
obtenu une solution de cette équation définie sur R.
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