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Géometrie analytiqgue

Ce chapitre présente les possibilités de votre calculatrice dans le domaine de la géométrie analytique,

tout particuliérement pour les problémes liés aux espaces euclidiens. Le dernier paragraphe est
consacre aux coniques.

1. Manipulation des points ou des vecteurs

1.1 Représentation par une matrice ligne ou colonne

Pour manipuler des points ou des vecteurs, il suffit de stocker les composantes :

e sous la forme d’une matrice ligne [xl Xp xn] en séparant chaque composante par une
virgule,

X1
, . X2 . . .
e ou d’une matrice colonne | | en utilisant un point-virgule.
Xn

@ On peut également utiliser les modéles disponibles par [vt].
Le point-virgule est dans la palette de symboles qui s’obtient & I’aide de la touche [20].
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2 TI-Nspire CAS en prépa

Nous vous recommandons la seconde solution si vous souhaitez utiliser des matrices, et calculer
I’image d’un vecteur par une application linéaire. Vous pourrez en revanche utiliser sans probléme la
premiére représentation si vous vous limitez aux opérations usuelles : somme, produit par un scalaire,
produit scalaire, produit vectoriel.

Les fonctions les plus utiles sont dans le sous-menu Vecteur du menu Matrice & vecteur :

unitVv Permet d’obtenir un vecteur de norme 1 colinéaire a un vecteur donné.
crossP Produit vectoriel de deux vecteurs.
DotP Produit scalaire de deux vecteurs.

Vous trouverez également dans le sous-menu Normes la fonction norm permettant de calculer la norme
d’un vecteur.

Vous pouvez également utiliser ces fonctions a partir du catalogue général page 2.

Produit scalaire
Convertir en polaire
Convertir en coord. rectangulaires

A
Vecteur unite |
Produit vectoriel |

Vi

|§‘ = Assistants activés

Si par la suite, vous voulez récupérer certains éléments placés dans une matrice, vous aurez besoin de
savoir que :

mat[i,j] permet d’obtenir 1’élément situé sur la i-iéme ligne et la j-iéme colonne d’une
matrice mat.

mat[i] permet d’obtenir, sous la forme d’une matrice ligne, la i-eme ligne d’une matrice
mat.

2. Quelques exemples

2.1 Equation réduite d’une droite

1/2
On demande de déterminer I’équation réduite de la droite passant par A[

, orthogonale a la droite
2/3

D d’équation 2x+y+4=0.

. X o . — -1
Un point M { J est sur cette droite si et seulement si le vecteur AM est orthogonal au vecteur U(z j
y

qui est un vecteur directeur de D.

- Ve - - - - Ve _—
Aprés avoir defini les variables a, u, m, on obtient les coordonnées du vecteur AM en calculant m-a,
puis le produit scalaire avec U en utilisant la fonction dotP.

Il ne reste plus qu’a résoudre I’équation obtenue en écrivant que ce produit scalaire doit étre nul pour
obtenir I’équation réduite.
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Géométrie analytique

*Non enregistré —

{ 3} {1 2} - }
pmps = - = m-a { 1 3}
2 3 2 3 5 ¥
2 3
w=-1 2 -1 2 v |
[ 1 [ ] dotPlm-a,ul=0 o
m:=[_\' v [—\' 1"] g .
sy ) 3
m-a . w 5 6 x+5
" 3 solve.-| x+2 y-—=0y P
= | 6 | 12
= | v
4/99 6/99

2.2 Equation d’un cercle

1 -1/2
On recherche I’équation du cercle de diametre [ AB] avec A[Bj et B[ 3/2 j

Une premiere méthode consiste a déterminer le rayon et le centre de ce cercle.

*Non enregistré —

174

. e s 7 7 - XC
On peut ensuite utiliser la formule générale de I’équation d’un cercle de centre C[ J et de rayon R :

c

(x - xc)2 +(y—yc)2 =R?.

C’est-a-dire, écrire que le carré de la distance de M [ J a Cest égale a R*.
y

*Non enregistré —

*Non enregistré —

’ b-a 32 B 5 2
':=n0r'm‘ > J| 8 x“-4 x+8 p°-36-y+41 9
L 2 4 =—
8 3
m:=[x 1] [\ y] { ) . \ ’
y . - 8 x“-4 x+8 y°-36 y+4l _E ) ‘_b
(normim=—c})“=r= left 8 =— |-right
2 ‘)
8 x“-4 x+8 y°-36 y+41 9 2 x 2 9y
=— XS =—+p“-———+4=0
8 g 2 2
/% Le domaine du résultat peut étre plus grand que L. 7/99

@ Sur le dernier écran, nous avons utilisé les fonctions left et right présentes dans le sous-menu
Extraire du menu Algébre pour extraire les membres de gauche et de droite de I’éguation

précédente et en faire la différence.
La seconde méthode, beaucoup plus rapide ici, consiste a utiliser le fait qu’un point M est sur le cercle

si et seulement si AM-BM =0 :
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4 TI-Nspire CAS en prépa

1.1

>E

f
I

8 x2-4 x+8 3236 y+41 9

:
| B,
left] =—|-right| —
\ 8 8/ |
?\‘2—'—\.1-)'2—2+4=0
2 2
dotme—a,m—b:‘l=0 72 x 2 9y
x-S ——=+4=0
2 2
i
8/99

2.3 Intersection entre une droite et un plan

1 -1
Soit Al 2 |, B| O | etP le plan d’équation x —y+2z=0.
-1 2

On demande de déterminer le point d’intersection entre la droite (AB) et le plan P.

On va commencer par déterminer U, vecteur directeur de la droite (AB), puis les coordonnées d’un
point quelconque de cette droite (systeme d’équations paramétriques) :

1-2:4]
2-2-¢
3-t-1]
) ~
2/99 4/99
1
Le plus simple est ensuite de faire le produit scalaire avec le vecteur | —1 | qui est normal au plan P
2

pour obtenir z — y + 2z . On cherche ensuite pour quelle valeur de t cette expression est nulle.

[11[1-2¢] 6 t-3
dotP -1b|2-2-¢
l\, 3 ; i:'_l g‘
solvel6- t-3=0,1) 1
s )

o o

L R
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Géométrie analytique 5

Il ne reste plus qu’a remplacer t par sa valeur dans I’expression définissant le point M :

solvel6- -3=0,¢) 1

a+t ult=—

2.4 Equation d’un plan dans I'espace

0 1 1
On recherche I’équation du plan défini par le point A| 1 | et par les vecteurs G| 2 | et V| -1
-2 3 1
X
M|y | est dans ce plan si et seulement si le vecteur AM est orthogonal au vecteur W=0 A V.
z

G oo OOEEEEE  teneressi e (6

a0 1 -2 [o 1 2] { 1-:=[1 -1 1] 1 1] N
U:=]:1 2 31 [1 2 3] [\ » z} \ y ZJ
v=[1 -1 1] [1 1 4] CIOS.:P'!Ill [s 2 -3]
m=lx y z] [x » 2] dotP(m-a[5 2 -3])=0 5 x+2 -3 z-8=0
crossPlu, v/ : [s 2 -3 deﬂcolAugmenﬂm acolAuoment*an =0
dotPlm-a[5 2 -3]}=0 & x+2:3-3-z-8=0 5 x+2- y=3- 2-8=0
| ™ i
6/99 /% Le domaine du résultat peut étre plus grand que L..

=

@ Dans I’écran de droite on écrit directement que le produit mixte des trois vecteurs AM , U, V est
nul. Pour cela on construit la matrice a I’aide de colAugment (ce sont des vecteurs lignes) et on
écrit que le déterminant est nul.

3. Espaces euclidiens

Nous allons voir que I'utilisation de la TI-Nspire CAS permet de simplifier considérablement la
résolution d’exercices classiques, comme par exemple I’étude de la nature d’une isométrie définie par
une matrice, la recherche d’une base orthonormée d’un sous-espace vectoriel, ou encore la recherche
de la matrice d’une projection ou d’une symétrie orthogonale.
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TI-Nspire CAS en prépa

3.1 Déterminer la nature d’'une isométrie

Dans un espace euclidien de dimension 3, muni d’une base orthonormée (él,éz,é3), on considere

2 2 1
I’endomorphisme f dont la matrice est A= 1 -2 1 2|.0ndemande de déterminer la nature de f.
1 -2 2

Nous allons montrer qu’il s’agit d’une isométrie en vérifiant que tAA = I3, et que cette isométrie est
directe en montrant que det(A) =1.

On saisit la matrice en utilisant le modele E&. on passe d’une case a I’autre a I’aide de [tab].

T. a T
detla) 1

& |

| 0/99 | 3/99

*Non enregistré <

W w
W[y w
Wk W

B0 va|va] e g ten a5 [ 6 a L
ZIESEICIN 2 EEREE g o
e L -

<= Pour transposer la matrice, nous avons utilisé I’opérateur ™. Cet opérateur s’obtient dans le menu
Matrice & vecteur. On doit placer cet opérateur aprés la matrice.
Cet opérateur calcule en fait la transposée de la conjuguée de la matrice initiale, ce qui est donc
différent de la matrice transposée pour les matrices a coefficients complexes. Il s’agit en fait de la
matrice de I’adjoint.

Cette matrice est donc la matrice d’une rotation vectorielle.
. - 5
Nous savons que I’angle de cette rotation vérifie 1+ 2 cos(6) = trace(A) = 3

On a donc cos(d) = %

Pour déterminer son axe et une mesure de I’angle, on pourrait par exemple commencer par chercher
les vecteurs invariants.

Il existe en fait une méthode plus rapide, bien adaptée a I’utilisation d’une calculatrice.

. 1 . . o
Si on calcule E(A—tA), on obtient une matrice antisymétrique du type :

0 -r q
r 0 -p
-9 p O

p
On peut montrer que si on note G=| q |, alorsonad =sin(9)lz, avec k vecteur unitaire, colinéaire a
r

U, vecteur directeur de I’axe de la rotation, et & mesure de I’angle de la rotation lorsque I’on oriente
I’axe suivant le vecteur k.
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Géométrie analytique 7

*Non enregistré —

detla) g 2 =
0o — 0
1 2 3]
—-lg-a’) 0o - 0 :
2 3 2 -2
2 2 i 5
= s 0 i . | - -
3 3 a 0
2 2 -2
0 — o0 - —
4/99 5/99
normlu) _}J_]_ Fad
unitviz) JQ_
2
0
1z
2
~
177
. -1
En conclusion, on obtient un vecteur normé directeur de I’axe en prenant sz 0 |etl’angle de la
-1
1
cos(6) =3
rotation vérifie alors :
: 242
sin(6) =——
3
1
) 1 cos(0) =3
On pourrait aussi choisir de prendre k=——|0]|,avec :
J2 . 242
1 sin(6) = 3

= Vous trouverez a la fin de ce chapitre un exemple d’étude d’une symétrie orthogonale.

3.2 Orthogonalisation d’'une base

Pour déterminer une base orthonormée d’un sous-espace vectoriel muni du produit scalaire euclidien il
suffit d’utiliser la fonction QR, accessible dans le sous-menu Avancé du menu Matrice & vecteur, OU
dans le catalogue (ce qui permet d’avoir la syntaxe).

Soit par exemple le plan P défini par x + 2y +3z =0.

-2y -3z -2 -3
Les vecteurs de ce plan sont du type y =yl 1 |+2| 0
z 0 1
-2 -3
On obtient donc une base de ce plan en considérant G| 1 |et V| 0
0 1
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8 TI-Nspire CAS en prépa

Pour obtenir une base orthonormée de ce plan, on peut suivre la méthode du cours.

Looawy
On construit W=V —mu , puis on calcule a=

Jaf |

13

dotPla,v)
wW=p——y

i‘jnomlt'u:'i:*l

- &
i ]

= o 0ok,

=R K= S

=

Il
_

= o

ol el |- o

. e

< >

(1.1

| unitvimw)
unitWia) 2 JS_
5
Js

4/99 5/9

r d
w w
— ~3 | ~]
™~ | ol |Fo [
o o
© [</ — >

En fait, sur une TI-Nspire CAS, tout cela peut se faire en une seule opération en demandant la

-2 -3
décomposition QR de lamatrice| 1 0
0 1

QR mg,r Termine

m:=augmentl'u,1--':‘ -2 -3 s b
1 0 5 35
1]
v

I\
7/99 8/99

= Nous avons utilise la fonction augment pour regrouper les deux vecteurs U et V pour en faire une
matrice avec 2 colonnes et 3 lignes.

= La décomposition QR s’obtient en utilisant I’instruction QR. Cette instruction place dans les
matrices indiquées sur la ligne de commande le résultat de cette décomposition.
On obtient donc le résultat en deux temps.

1. On exécute la commande qr m,q,r.
2. On demande la valeur de la matrice q.
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Géométrie analytique 9

25 370

5 70
On obtient une base orthonormée en prenant a % eth _3;’/5%
0 J70

14

3.3 Projections et symétries orthogonales
Voici un exercice posé & un oral de concours®.

—z+y+z+t=0

Dans E = R*, on considére le sous-espace vectoriel défini par .
r+2y—z =0

On demande de déterminer I’image du vecteur (1,1,1,1) par la symétrie orthogonale par rapport a ce

sous-espace. Nous allons tout d’abord utiliser une méthode proche de celle utilisée en cours.

Nous savons que si (el,ez,...,ek) est une base orthonormée d’un sous-espace vectoriel F, la projection
k

de u sur F s’obtient en calculant p(u) = Z(ei |u>ei et le symétrique de u par s(u) =2p(u)—u.
i=1

Commengons par insérer une nouvelle activité ou d’ouvrir un nouveau classeur afin d’éviter tout
conflit avec des variables déja assignées, recherchons ensuite une base de F :

zeros({ -x+y+z+t,x+2y-z},{x,y,z,t})

*Non enregistré =

zerosl{ wpez+icr2 vz {x .zt )] 8
ler-2-¢2 €2 e1 -3 e2]

~

1/99

Les vecteurs de F sont de la forme (a—2b,b,a,—3b), on obtient donc une base en prenant (1,0,1,0) et
(-2,1,0,—3).

Utilisons I’instruction QR pour obtenir une base orthonormée de F :

qr [1, -2;0,1;1,0;0, -3],q,r

! Note destinée aux éléves de lycée : dans cet exercice, les vecteurs sont notés sans mettre de fléches.
C’est la pratique courante apres le bac, surtout dans les espaces vectoriels de dimension supérieure a 3.
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10 TI-Nspire CAS en prépa
zeros|{ xapzatx+2 -z} {xyzt}] a q 2 2|28
[c1-2-¢2 2 1 -3 c2] P
1L -2 Terminé 0 \/3_
QR 01 q.r P
10 & 5
0 -2
| 2 6
i 0 2
™ L 2 =
2/99 13
V212 -/316
o 0 V316
On obtient ainsi e; = ete, =
N212 V316
0 V312

Il reste a récupérer ces deux vecteurs a partir de la matrice q. Il n’y a pas d’instructions spécifiques
pour faire ce travail sur la TI-Nspire CAS. Par contre, il est facile d’extraire les lignes d’une matrice.
On va donc transposer la matrice q, puis extraire les deux lignes de cette matrice.

0
v E,E
2 2

25 B

6 8] [§]

4/99 6/9

| & 6 6 2 |
z x €1:=q'[1] {\j]_ E ] N
v | v

Si on préfere revenir a une notation en colonne, on doit transposer & nouveau, mais ce n’est pas

indispensable ici.
Il reste a utiliser les formules du cours.

p(u):=dotP(el,u)e1+dotP(e2,u)e2

s(u):=2p(u)-u

Ly CIN = A
5] &) 5]
pfzt_]: =dotP|:€],1r]- e I+dotPfeE,If:|- e2
Terminé
slu)i=2: plal-u Terminé
sl 11 1]) 442
3 3 3
i
9/99

Il est en fait possible de faire tout ce calcul beaucoup plus rapidement a partir de la matrice Q.
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Géométrie analytique 11

On peut en effet montrer que si Q est la matrice formée par les vecteurs colonnes d’une base
orthonormée de F, il suffit de calculer A= Q-tQ pour obtenir la matrice de la projection sur F, puis
B =2A—1 pour obtenir celle de la symétrie par rapporta F.

U ETETTENT. [ TN

a=g'q' 715 1]A bi=2a-1 1105 1)1
12 12 12 4 6 6 6 2
N T T i W B
12 12 12 4 6 6 6 2
8 . 1 % 5 4 % 3
12 12 12 4 6 6 6 2
4, 2 2 2 L 2 442
| 4 4 4 4] 12 2 2 2_!
110 % Le scalaire a été multiplié par la matrice uni... 1/11

Cela nous permet d’obtenir directement I’image de (1,1,1,1) par la projection ou par la symétrie :

s OOREEED e O

1 21N 1 4N
a|l 6 p-l1 3
1 1 ¥ G
1 ]
6 1 -
5 w
— 2
6 >
1
2 L0 ]
9l I
1712 13/99

B est bien une matrice de symétrie orthogonale : on a BB = I, et B= B

bl N
o
»

) 100 0|4

0100

0010

] 10 0 0 1]

b b 100 0 b'-b [0 0 o0 o
0100 0000

0010 0000

0001_I _0000_.

14/99 15/99

On peut enfin déterminer I’ensemble des invariants de cette isométrie. Le plus simple est de rechercher
le noyau de f —Id a I’aide de la fonction kernelbasis dont I’utilisation est décrite dans le chapitre 9,

calcul matriciel avancé.

Attention, cette fonction ne fait pas partie des fonctions de base de la calculatrice, et vous ne pourrez
donc pas obtenir I’écran suivant si vous n’avez pas placé la bibliothéque linalgcas dans le dossier
MyLib. Vous trouverez plus d’explications a ce sujet dans le chapitre 15.
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12 TI-Nspire CAS en prépa

*Non enregistré —

*Non enregistré —

I3

eigenvects
expmat

o o o
o O o o
o O O O

gausstep
help
inversestep
kernelbasis

|§ =« Assistants activés |

linalgcas Vkernelbasis|b—1)

O = O

[ € i< mm
>
2
0w

Ikernelhasis(Mat): kernel basis of matrix

On obtient un espace invariant de dimension 2, engendré par u=(1,0,1,0) et v=(0,1,2,-3).

4. Coniques
La version 3.2 de la TI-Nspire CAS permet de représenter et d’étudier des coniques.

4.1 Représentation graphique

Prenons I’exemple de I’exercice (oral ENSAM 2007) présent sur le site www.univers-ti-nspire.com.

Il s’agit de déterminer I’équation et la nature de la conique passant par cing points du plan :
A(2,0), B(0,1),C(-12),D(0,—-1),E(11).

On ne s’intéresse ici uniquement a la représentation.

On commence par placer les cing points : (menu)(8](1](1].

Pour placer correctement les points, on ne clique pas pour placer le point, on ouvre une parenthese et
on saisit la premiére coordonnée, on valide en appuyant sur et on recommence pour la seconde,
on valide, le point est placé. On peut alors le nommer & la volée en appuyant sur la lettre voulue.

k 1. Actions 3 *Non enregistré — Bl <]
I3 2: Affichage P _
£k 3: Entrée/Modification graphique b c
TE 4: Fenétre b .
[%,5: Trace » s X
\t 6: Analyser la représentation graphique W
= /: Tableau 1 Points et droites P 1 A k
« 8 Géométrie IE/‘I 2 Figures I
17l 9: Paramétres. .. 8T enires > Dt
_\-4: Constructions  »
.-* 5. Transformations P
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Géométrie analytique 13

On utilise I’outil Conique par cing points : [menu][8](2](9].

k 1: Actions > k 1: Actions I
I3 2: Affichage b I3 2: Affichage I
4 3: Entrée/Modification graphique » % ~Eatrdalbladificatian-aranhi) e »

1% 4: Fenétre b ) 1: Cgrcle b
£, 5: Trace b f_\. 2: Triangle b
\t 6: Analyser la représentation graphique W 3_3: Rectangle graphique
BH® 7: Tableay ; L i1 4: Polygone : 1
= : * 1. Points et droites P (7 5: Polygone régulier ints et droites P

@58 Géome:trie h 2 6: Ellipse jures (2

11t 9: Paramétres. . & 3: Mesures b | 7: Parabole Bsures 2
_\-4: Constructions b e 8: Hyperbole nstructions
.-* 5. Transformations P W O: Conique par cing points i {elgaaIg Il 3

*Non enregistré = ol <] *Non enregistré <= Bl <]

5

% k&
point A ]
1 & k / 1 A
ot ‘- D h

On peut demander I’équation de la conique, mais attention, on obtient uniquement des valeurs
approchées des coefficients.

k 1: Actions k 1. Pointeur *Non enregistré — ol < |
I3 2: Affichage 2: Sélectionner 2 i
£ 3: Entrée/Modifil ® 3. Afficher/Masquer
Wd Fenétre ”:: 4: Attributs
%, 5: Trace g 5 Définir les conditions ! ] =
\+6: Analyser la rd© 6: Tout effacer
&9 7: Tableau bl 7: Texte 1 . :
: : . 1 A
o6.8; Géométrie | ERSTILREE B 241 14 x 30,29 32-2.14 x+0.20=
{1l 9: Paramétres, .|*0 9: Calculer Dt
+I A Redéfinir
# B:Insérer un curseur
L]

Lorsque I’on connait I’équation de la conique, pour la représenter, on peut également utiliser dans
I’application Graphiques le mode Equation, puis choisir Conique de fagcon générale, ou un des modeles
particuliers correspondant aux équations réduites des trois principales conigques (Parabole, Ellipse OuU
Hyperbole).

Pour I’exemple ci-dessus nous choisissons Conique, puis on entre les coefficients exacts obtenus
formellement (voir la correction de I’exercice sur le site www.univers-ti-nspire.com fichier
exercice_conigue_ensam.tns).

© T3 France 2012 / Photocopie autorisée



14 TI-Nspire CAS en prépa

| 1.2 i3 *Non enregistré < ] ~ | 1.2 Ig *Non enregistré < Lol < |
11 11

1:Fonction | : J 1:Fonction 5
2:Equat _ 1:Droite >
3:Paramétrique 3:Paramétrique 2:Parabole »
4:Polaire 1 o 4:Polaire 3:Cercle rie
3:Nuage de points igne de saisie 5:Nuage de points 4:Ellipse 4

6:Suite Y - 6:Suite ¥[S:Hyperbole »
7:Equation différentielle : 3 7:Equation différentielle |EHESITETERNG

| 1.2 L *Non enregistré —

. N
7 x<48: x y+h-2) ¥ +l-15) x+2=0

B %lL"-x:+8-x-y+f'2]*-y3+'['15]'-x+0->l @

4.2 Etude

On peut aussi déterminer les éléments caractéristiques d’une conique. Par exemple sur I’hyperbole
étudiée précédemment, on peut déterminer le centre, les axes de symétrie, les foyers... [menu](6](8]

R 1: Actions Irﬁ Pl <]
15 2: Affichage »
s 3: Entrée/Modification graphique ]
T3 & Fenétre » Nl Fo
/%, 5: Trace b EiNg 1 i)
JR(6: Analyser la représentation graphique ¥ 2t
[ 7: Tableau b : 5
«. 8: Géométrie I
17l 9: Paramétres. ..
/l
7 x%+8 x4l -2) y24(-15)- x+2=0 7-x%+8 x p+{-2) y2+(-15) x42=0

Un autre exemple avec une ellipse (voir aussi exercice 4). Dans I’application Graphiques, [ctri ][menu]
dans la ligne de saisie, choisir le mode Equation, puis Ellipse.

*Non enregistré = ol <] *Non enregistré <= Bl <]

14 1
1:Fonction —— ' — : —
1:Droite (I $1
3:Paramétrique 2:Parabole = 1
4:Polaire 3:Cercle ¥
= [ el {x=0)? (y-0)?
6:9 5:Hyperbole * *—— Oe| 2 2 =l -
L 6:Conique ¥ R b4
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L’ellipse et son équation s’affichent.

*Non enregi

Nous allons placer les foyers, les directrices et calculer I’excentricité.

k 1: Actions
I3 2: Affichage

»
%

13 4: Fenétre
A\ 5: Trace

=5 7: Tableau

116 Analyser la

o5 8: Géomeétrie
11} 9: Paramétres

s 3: Entrée/Modification graphique

I

5,1 Zéro

A%,2: Valeur minimum
i 31 Valeur maximum

¢ 4: Intersection

7154 5: Inflexion

{5 6: dy/dx

ke 7: Intégrale

QA ar le
O d 0

k 1: Actions
I3 2: Affichage

A2 Catedaibdadification

© 1: Centre

O 2: Sommets

D13 Foyers

\/ 4: Axes de symétrie
\J 5: Directrice

I\-6: Asymptotes

@ 7: Rayon

e 8: Excentricité

Y 9: Latus Rectum

graphique

F v v %

ro
Bleur minimum

leur maximum
ersection

lexion

dx

egrale

alyser les coniques b

On peut utiliser I’option Texte ([menu](1](7]) afin de nommer les foyers et I’excentricité.
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16 TI-Nspire CAS en prépa

Exercices

Détermination d'une sphére

Soit E un espace affine euclidien de dimension 3, muni d'un repére orthonormé.

Déterminer le centre et le rayon de la sphére passant par A (1,2,3), B(2,4,-5), C(0,1,-6) et
D (-1,0,7).

Distance d'un point a un plan

On considere a nouveau les points A (1,2,3), B(2,4,-5), C(0,1,-6) et D (-1,0,7).
Quelle est la distance du point D au plan défini par A, Bet C ?

Nature d'une application

Quelle est la nature de I'application dont la matrice dans une base orthonormée est

-1 1 42
A=| 1 -1 2|
V2 V20

Un exercice d'oral

2 2

Soit & I’ellipse d’équation x_2 + Z—2 =1, avec a > b > 0, F son foyer d’abscisse positive. Un point M
a

parcourt I’ellipse. Déterminer le lieu du projeté orthogonal de F sur la tangente a £en M.

Oral Centrale
Onpose P=2X°—-X*-X -3
a) Trouver les racines o, [ et ~v de P.

b) Montrer que les points d’affixes & et ¢ racines de P’ sont a l'intérieur du triangle ABC points du
plan complexe d’affixes respectives o, 5 et ~.

c¢) Etablir I'existence d'une ellipse (E) inscrite dans le triangle ABC et de foyers les points d’affixes
O ete.

d) Tracer le triangle ABC et I'ellipse (5) dans un méme repeére.
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Géométrie analytique 17

Solution des exercices

Détermination d'une sphere

On définit tout d'abord les quatre points, puis la fonction permettant de déterminer I'équation du plan
médiateur de deux points. On détermine alors les trois équations des plans médiateurs de (A,B), (A,C)
et (A,D).

L] A
= Terminé
eq1:=medfa,b} 31
x=2'y+8 z+—=0
)
eq2:=mea‘fa,c]| 23
) x+y+9 z+—=0
eq3=medla,d) 2-x+2- y-4 z+18=0
Ter'fmnei
- v | v
15 8/99

Il suffit de résoudre le systeme formé par ces trois équations.

On récupeére ensuite les composantes du centre, puis on peut calculer le rayon a partir de la distance
entre ce centre et I'un des points de la sphére.

| | » *Non enregistré <=
1 A - . — A
so]ve'.{eql,eqz’,eq_i‘}, {xly,z} ) normlw-a| \}767387
-717 509 -5 an
xX= and y=— and z=— “l
22 22 22 o
normhw-b) 767387
2717 509 -5
w:=[x ¥y z]|x= and y=—— and z=— 22
22 22 22 i )
A= 2
717 509 -5 rommwne i
2 22 22 22
i W 4
110 13/99

Distance d'un point a un plan

Les points A, B, C et D ont déja été définis lors de la correction de I'exercice 1.

- P —— -_— -
On obtient un vecteur normal au plan défini par A, B et C en calculant ABA AC, on peut ensuite
obtenir un vecteur normal unitaire n en normant ce vecteur. Il suffit alors de calculer la valeur absolue

du produit scalaire de AD et de fi pour déterminer la distance recherchée.

a2 g *Non enregistré <
k=crossP{b-a,c-a) [-26 17 1] 2
n:=unitV{k)
13- Jo66 17 o6 966
483 966 966
|dotPld—a,n]] 11- 966
483
| ~
3/99
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18 TI-Nspire CAS en prépa

Nature d'une application
On peut vérifier que 'A- A= 41.

Si on pose B=A/2, on a 'B-B=1. Cela montre que B est une matrice d'isométrie. De plus
det(B) =1, ce qui montre que B est une rotation.

Onaenfin 'B=B et donc B® =1, ce qui montre que B est un retournement.
A est donc une similitude directe, composée d'une homothétie de rapport 2 et d'un retournement.

Pour déterminer I'axe de B, on peut étudier I'ensemble des vecteurs invariants de B en appliquant
linalgcas\kernelbasis a la matrice B—1, ou obtenir une base de cette droite en calculant la somme
entre un vecteur u et son image (sous réserve que cette somme soit non nulle). Dans le cas de

u= el(l,0,0), cette image est donnée par la premiere colonne de B.

| PR >  *Non enregistré — ol |

1 @A U &) A
1 1 |2 1 1 2]F <
a={ 1 -1 2 1 -1 |2 by a4 1 a2
2 2 o 2 2 o 4 2 2 2
1 1 -1 2
aa 4 00 e, O, GEEE
0 40 2 2 2
&
2 2
™ ™
2/99 3/99
Maj12]21
]
p2 100
010
00 1)
detl) 1
linalgecas Veernelbasisib—1) 1]
1
2]
6/99
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Un exercice d’oral

Une figure avec I’application Graphiques & géométrie permet d’avoir une idée du résultat. Prenons

pour cela des valeurs pour a et b. Pour le tracé de I’ellipse utilisons : (menu](3](2](4].

|7|€> 4: Ellipse
. g€ 5 Hyperbole
€ 6: Conique

k 1. Actions »

I3 2: Affichage b
#:3: Entrée/Modificatiol '}~ 1: Fonction

1% 4-N 1: Droite »| © 2: Equation I
[T, 5% 2. Parabole |- 3: Paramétrique

+61€D 3 Cercle o 4: Polaire

m!m ‘ » *Non enregistré —
A

Y

el - $ ,:x_?:,: { g_j.z:l\ '
ﬁfx|= Ilél 5 3 ‘ ‘3'
Pour placer les foyers : (menu)[6](8](3].

k 1: Actions PW k 1: Actions I
I3 2: Affichage b 51 2: Affichage b
£k 3: Entrée/Modification graphique » .2 Catedalidadifieatian graphique »
13 4: Fenétre . n © 1: Centre "
75 Trace 5,1 Zéro O 2: Sommets ro
\"fJ’S: Analyser la /a2 Valeur minimum @ leur minimum
[ ey it 3: Valeur maximum : Axes de symeétrie  pleur maximum
507 Tableay | 3: Val W 4: Axes d trie L
‘SG—){ 4: Intersection \ 5: Directrice ersection
T;T ' eome‘trle /4 5 Inflexion [\ 6: Asymptotes lexion

149: Parametres|ac 6. dy/dx @ 7: Rayon dx

ke 7: Intégral e 8: Excentricité égrale
8: Analyser les conigue : Latus Rectum palyser les conigues
J a: Latus R les coni b

On place le point M sur I’ellipse : [menu](8](1](2], puis on sélectionne I’ellipse.
On trace la tangente en M a I"ellipse ([menu)(8](1](7]), s’assurer de bien sélectionner le point M.

On trace ensuite la perpendiculaire a cette tangente passant par F ((menu)(8](4](1], sélectionner le point

F puis la tangente).

m'mP *Non enregistré <>

m.m‘ » *Non enregistré <=

Ll < |

La construction étant terminée, faisons parcourir au point M I’ellipse et déterminons le lieu de P (on

peut faire une animation, voir écran suivant a droite).
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20 TI-Nspire CAS en prépa

m|m ERB > *MNon enregistré — m| 31 R ol x|
1 1

Defmarrer lanimation

Le lieu de P semble étre le cercle de centre I’origine et de rayon a : cercle principal de I’ellipse. Pour
s’en persuader, il serait possible de collecter dans un tableau les distances de O a P, lorsque M varie et
de voir qu’elles sont constantes. Nous allons le démontrer formellement dans I’application Calculs.

Aprés avoir créé une nouvelle page, dans un premier temps on entre les données :

m:=[a-cos|i€:] b-sin[ﬂj'} N _
[a-cos[ﬂl‘ b‘sinf.ﬁ']]

p: =]:.\‘ y] [X _V]

™

4/99

On écrit ensuite que les vecteurs MP et d—Tg vecteur directeur de la tangente en M, sont colinéaires.

Pour cela on construit, & I’aide de la fonction colAugment (on travaille ici avec des vecteurs lignes), la
matrice ayant ces deux vecteurs pour vecteurs lignes et on écrit que le déterminant est nul.

La deuxieme équation est donnée en écrivant que les vecteurs FP et d—Tg sont orthogonaux.

|m ERl > *MNon enregistré — ol < | 3.2 [N enleglsh‘e -

. . A
{ ]
d o
colAugment|p—m,£th| q eql: —det|[ x—cos\6) a L—.:lnh?' bh =0
|
~

-sinlgl @ coslgl b
b cos\d) x+a- I“sm'.é'i'y—b:*=0

{.. x-coslé) a y-s inlg)- b
sinlg)- @ coslg) b

f .3 A
eql: ‘det? x= cos*ﬁ” a y-sinlg) b eq2:=dotPLp—ﬁ_‘.m‘]|=0
\| -sinlg)- coslg)- b
\

b cosif) x+a- lsm'ﬁJ - b' 0 coslgl- » b-sinl@): L\— a —b

i
7/99

/% Le domaine du résultat peut étre plus grand que L.

Il ne reste plus qu’a résoudre le systéme...
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solve'ie_q] and eq2, {x,}'} )

i i RS .) 3 'll‘
a |._a- \}aj—b‘z . Lsin[_ﬂﬂ}“mz : cosﬁ_ﬂ,',l

= and*
20, a2 2 ¢ ¢ 02
a“ lsinl@}]”+b~ |cosld])

9}} -a [,_Jaz—bl -cos[ﬁ}—a,]' b sin{ﬂj"

“— and y=

T TR
a2 (sin())?+52- (cosl8))? | @
8/99

et & vérifier que les coordonnées de P sont bien solution de I’équation z* + y* = ¢, en tapant tout
simplement :

xA2+y~2 | ans

| 3.1 P *Non enregistré <= {ﬂﬂ

! SR o A
a-'l_a- a’-»2 -|~sjn"_6ﬂ,]‘+b3-cosﬁ_ﬂ,',
x= and® w

a0 r oy o I ; roay D
a“lsinlg)]“+b* lcosig))

i
a ‘.a- Jc:fz—b2 ? |:sin[0:|‘]2+b2- cosl

7 9
X“4y S x=
S ) 2 Ry
a“(sinlg)]“+b=- (coslg)}*

»
2
a

‘ =
A Le domaine du résultat peut étre plus grand que L.

Oral Centrale

Déterminons les zéros de P, il y en a un réel et deux complexes conjugués, ceux de P’ sont réels.

*Non enregistré — ﬂn *Non enregistré <
& g A — ~
p(x:|:=2'x3—x2—x—3 Terminé | zeroskpt_xﬁ..n' {i}
zerosiplx) x) 3 2
2 cZeroslplx),x] 4 -1 JJ_ -1 \/3_ 3 }
e —+ o o A
cZeroslplx),x] -1 \/3_ -1 JB,_ 3 2 2 2 2 2
—A LT i~ , , :
2 2 ‘2 2 ‘2 # ' 7 5 {7 -1) 7 +1
zeros‘ —lplx})x S o (i
1dx ] 6 6
= | ~
3/99 4/99

Pour tracer les points, on ouvre une page avec I’application Graphiques, [menu)(8](1](3], on ne clique
pas pour placer le point, on ouvre une parenthése et on saisit la premiére coordonnée, on valide et on
recommence pour la seconde, on valide le point est placé on peut alors le nommer a la volée (voir
écrans page suivante).
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Rk 1: Actions IW
-
»
-~ 2: Point sur ’
3. Point(s) d'intersection . .
- n graphique P
—4: Droite
— 5 Segment >Oil'ltﬁ et droites I
— 6: Demi-droite Figures b
7. Tangente viesures 2
- 8: Vecteur Constructions b
{™9: Arc de cercle ‘ransformations I

e

W

IVH

k 133

*Non enregistré —

Logs

*Non enregistré <

B
2 : 1 A 2
ﬂpoint
133 |
: 4 *Non enregistré <=
1.33 4y
.
2 Iy 1 A 2
.
1.33

Les points B et C sont symétriques par rapport a I’axe des x (affixes conjuguées), les points d’affixes
6 et ¢ sont bien intérieur au triangle ABC.

L axe focal étant I’axe des x, I’ellipse devant étre tangente au segment BC, le point de tangence est

forcément le point | (un des sommets de I’ellipse).

*Non enregistré <=

b
—

On peut donc construire I’ellipse connaissant ses foyers et un point.

k 1: Actions
g 2: Affichage

£k 3: Entrée/Modific
TE 4: Fenétre
[%,5: Trace

el 7

\4 6: Analyser la représentation graphique P

ation graphique

T ¥F I T ¥

I

* 1. Points et droites I

8 Géométrie
{1l 9: Paramétres. ..

K 3: Mesures

.
c
ke ¢

I
-4 Constructions  »
33|..* 5 Transformations W

2 8: Hyperbole
£39: Conique par cing points

R 1: Actions p
15 2: Affichage b
B C ik ol adifiantinn seonki ue I
()1: Cercle fi '
I 2: Triangle ,
£73: Rectangle i

raphique P
7 4: Polygone ‘g Phig ‘
{7 5: Polygone régulier ints et droites P
COERRES jures I
|7: Parabole 2sures I

nstructions
ansformations b
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| 1.2 L4 *Non enregistré —
1.33 1y

-

" point /

b
~
. L i
-0 s
i ﬁ
|
—_

baygH

On trace ensuite le triangle ABC.

28 Hyperbole
£39: Conique par cing points

nstructions
ansformations b

k 1: Actions PW
5 2: Affichage b
e ~higue r
(:11: Cercle i b
JaN 2: Triangle >
73 Rectangle ;

‘C} 4; Polygor?e il il

{7 5: Polygone régulier ints et droites b
GO 6: Ellipse pures 4
_::T'|7: Parabole bsures I

*Non enregistré <=

1.33

¥

by

oy
- q.——————————— Ot oL
VLD

r—

R

*Non enregistré —

*Non enregistré <=

R

ol < |

by

12

v

Pour montrer que I’ellipse est bien tangente au segment AB et donc par symétrie a AC, il suffit de
montrer que I’intersection est réduite a un point.

On peut déterminer I’équation de I’ellipse. Le centre se situe au milieu de FF’, ce qui donne ¢ ; a est

égal a la distance de | au centre et on en déduit b.

*Non enregistré <=

EEEY

f i
zenos|I i |:p{x_] “l,x]

)

" {-{7—1] \]'7_+1}zg
& 6

i
w:=mean[

L]

1

| s | 6

REW 7

““T6 & )
| v
6/99

*Non enregistré <
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2
L’équation réduite de (£) est donc : %[x%] TAy2=1;
la droite AB a pour équation y = —£x+¥.

109 1199

I1'n’y a qu’un seul point d’intersection, (£) est bien inscrite dans le triangle ABC.
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